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    Kokoteksti

    
      (1)Matematiikan olympiavalmennus
 Valmennusteht¨av¨at, lokakuu 2018
 Ratkaisuja


Helpompia teht¨avi¨a


1. Onko oheinen neli¨o mahdollista t¨aydent¨a¨a taikaneli¨oksi, so. neli¨oksi, jossa esiintyy kerran jokainen
 luvuista 1, 2, ..., 16 ja jonka jokaisen vaakarivin, pystyrivin ja kummankin l¨avist¨aj¨an lukujen summa
 on sama?


12


16 1 10


2 15 8


Ratkaisu. Koko neli¨on summa olisi 1 + 2 +· · ·+ 16 = 16·17/2 = 136, joten kunkin rivin, sarakkeen
 ja l¨avist¨aj¨an summan on oltava 34. T¨aten saadaan p¨a¨atelty¨a, mitk¨a luvut v¨altt¨am¨att¨a t¨aydent¨av¨at
 kaksi viimeist¨a rivi¨a, viimeinen sarake ja toisen l¨avist¨aj¨an. T¨am¨an j¨alkeen my¨os toiseksi viimeinen
 sarake saadaan t¨aytetty¨a, ja tulos n¨aytt¨a¨a t¨alt¨a:


13 6
 5 12


7 16 1 10


9 2 15 8


J¨aljell¨a ovat 3, 4, 11 ja 14. Toisesta sarakkeesta puuttuvat luvut, joiden summa on 16, mutta sellaista
 lukuparia ei ole en¨a¨a k¨aytett¨aviss¨a. Siten taikaneli¨oksi t¨aydent¨aminen on mahdotonta.


2. Etsi kaikki positiiviset kolminumeroiset luvut abc, joille p¨atee abc=ab+bc+ca. Viiva tarkoittaa
 t¨ass¨a sit¨a, ett¨a kyse ei ole tulosta vaan kymmenj¨arjestelm¨an luvusta:abc= 100a+ 10b+c.


Ratkaisu. Sijoitetaan teht¨av¨an yht¨al¨o¨on annettu m¨a¨aritelm¨a:


100a+ 10b+c= 10a+c+ 10b+c+ 10c+a
 89a= 10c+b=cb


Koska 89aon kaksinumeroinen luku, on oltavaa= 1. Sitencb= 89, jotenabc= 198.


3. Kolmion korkeusjanat ovat suorilla y =x, y =−2x+ 3 jax= 1. Yhden k¨arkipisteen koordinaatit
 ovat (5,5). Selvit¨a muiden k¨arkipisteiden koordinaatit.


Ratkaisu. Olkoot kolmion k¨arkipisteetA = (5,5), B ja C, ja korkeusjanojen kantapisteet samassa
 j¨arjestyksess¨aD,E jaF. Koska piste Aon annetuista suorista vain ensimm¨aisell¨a, korkeusjanaAD
 on t¨all¨a suoralla. Voidaan olettaa, ett¨aBE on suorallay=−2x+ 3 ja CF suorallax= 1.


Koska korkeusjananBE kulmakerroin on−2, kolmion sivunAC kulmakerroin on 12. SuorallaAC on
 yht¨al¨oy−5 = 12(x−5), joten koska pisteenC x-koordinaatti on 1, voidaan ratkaista pisteC= (1,3).


Koska korkeusjanaCF on pystysuora, kolmion sivuABon vaakasuora ja sen yht¨al¨o ony= 5. Koska
 pisteB on my¨os suorallay=−2x+ 3, voidaan ratkaistaB= (−1,5).


4. Kolmella kappaleella on sama pinta-ala: kuutiolla, jonka s¨arm¨an pituus ona, s¨a¨ann¨ollisell¨a nelitahok-
 kaalla, jonka s¨arm¨an pituus onb ja s¨a¨ann¨ollisell¨a kahdeksantahokkaalla, jonka s¨arm¨an pituus onc.


Selvit¨a


√
 bc
 a .


Ratkaisu. Kuutiolla on kuusi neli¨on muotoista tahkoa, joiden pinta-alat ovat yhteens¨a 6a2. S¨a¨ann¨ollisell¨a
 nelitahokkaalla on nelj¨a tahkoa, joista kukin on tasasivuinen kolmio, joten sen pinta-ala on √


3b2.
 S¨a¨ann¨ollisell¨a kahdeksantahokkaalla on kahdeksan tahkoa, jotka ovat samoin tasasivuisia kolmioita,
 joten pinta-ala on 2√


3c2. Siten 6a2=√


3b2= 2√


3c2, joten
 b2c2


a4 =(6/√


3)a2(6/(2√
 3))a2


a4 = 6


ja


√bc


a =√4
6.



(2)5. Kolmion sivujen pituudet ovat a,bjac. Kun
 2a+ 3b+ 4c= 4√


2a−2 + 6√


3b−3 + 8√


4c−4−20,
 todista ett¨a kolmio on suorakulmainen.


Ratkaisu. J¨arjestell¨a¨an yht¨al¨o¨a ekvivalenttiin muotoon, jotta voidaan t¨aydent¨a¨a se neli¨oiksi:


2a+ 3b+ 4c= 4√


2a−2 + 6√


3b−3 + 8√


4c−4−20
 2a+ 3b+ 4c−4√


2a−2−6√


3b−3−8√


4c−4 + 20 = 0
 (2a−2−4√


2a−2 + 4) + (3b−3−6√


3b−3 + 9) + (4c−4−8√


4c−4 + 16) = 0
 (√


2a−2−2)2+ (√


3b−3−3)2+ (√


4c−4−4)2= 0.


Koska neli¨ot ovat aina ei-negatiivisia, on kunkin niist¨a oltava 0. Siten a = 12(22+ 2) = 3, b =


1


3(32+ 3) = 4 jac=14(42+ 4) = 5, jotenc2=a2+b2.


6. Kunxon reaaliluku, merkint¨abxctarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yht¨a suuri
 kuinx, ja merkint¨a {x}erotusta x− bxc. Etsi kaikki reaaliluvutx, joillebxc{x}=x.


Ratkaisu. Jos x= 0, bxc{x}= 0·0 = 0.


Josx >0, 0≤ bxc ≤xja 0≤ {x}<1, jotenbxc{x}< xeik¨axvoi olla ratkaisu.


Jos x < 0, on olemassa kokonaisluku k ≥ 1, jolle −k ≤ x < −k+ 1, toisin sanottuna −k = bxc.


Siten {x} = x+k ja bxc{x} = −k(x+k). Yht¨al¨o bxc{x} = x saadaan yht¨apit¨av¨a¨an muotoon


−k(x+k) =x ⇐⇒ −(k+ 1)x=k2 ⇐⇒ x=−k2/(k+ 1).


Ratkaisuja ovat siis luvut muotoa− k2


k+ 1, miss¨akon ei-negatiivinen kokonaisluku.


7. Onko aritmeettisessa jonossa 7k+3,k= 0,1,2, . . . ¨a¨arett¨om¨an monta palindromilukua? (Esim. 12321
 on palindromiluku, koska sen numerot ovat samat alusta loppuun ja lopusta alkuun lukien.)


Ratkaisu. Vastaus on my¨onteinen. Valitaank= 10n−1 = 999. . .999, jolloin 7k+ 3 = 7·10n−4 =
 6999. . .9996.


8. Suljettu v¨ali [0,1] jaetaan 999 punaisella pisteell¨a tuhanteen yht¨a suureen osaan ja 1110 sinisell¨a
 pisteell¨a 1111 yht¨a suureen osaan. Mik¨a on pienin punaisen ja sinisen pisteen v¨alimatka? Kuinka
 moni punaisen ja sinisen pisteen pari on t¨am¨an minimaalisen v¨alimatkan p¨a¨ass¨a toisistaan?


Ratkaisu. Olkoot punaiset pisteet P1, P2, . . . , P999ja siniset pisteet S1, S2, . . . , S1110. PisteidenPj ja
 Sk et¨aisyys on


d=
 
 
 
 


j


1000− k
 1111



 
 
 


=
 
 
 
 


1111j−1000k
 1000·1111



 
 
 
 .


Koska 1000 ja 1111 ovat suhteelliset alkuluvut, on d= 0 (yht¨al¨oll¨a 1111j−1000k= 0 on ratkaisut
 j = 1000p, k= 1111p, mutta mik¨a¨an niist¨a ei osu teht¨av¨an yksikk¨ov¨alille). Etsit¨a¨an siis ratkaisua
 yht¨al¨olle|1111j−1000k|= 1 ehdoilla 1≤j≤999 ja 1≤k≤1110.


Tapaus 1: 1111j−1000k= 1. Olkoonj=abc(a,bjacovatj:n numerot). Koska 1111·abc= 1000k+1,
 onc= 1 ja


1111·ab1−1 = 1000k
 11110·ab+ 1110 = 1000k
 1111·ab+ 111 = 100k,
 jotenb= 9, ja edelleen


1111·a9 + 111 = 100k
 11110·a+ 10110 = 100k
 1111·a+ 1011 = 10k,


mist¨a saadaana= 9. Saatiin siis ratkaisuj= 991,k= 1101.


Tapaus 2: 1111j−1000k = −1. Olkoon taas j = abc. Vastaavalla p¨a¨attelyll¨a kuin tapauksessa 1
 saadaan c= 9 ja a=b= 0, joten ratkaisu onj= 9, k= 10.


Pienin mahdollinen et¨aisyys on siis 1


1111000 ja se saavutetaan vain kahdella pisteparilla, (P991, S1101)
ja (P9, S10).



(3)9. Olkoonkympyr¨a, jonka keskipiste onO, ja olkoonABympyr¨ankj¨anne, jonka keskipisteM ei oleO.


Puolisuora OM leikkaak:n pisteess¨a R. OlkoonP piste lyhyemm¨all¨a kaarellaAR,Qsuoran P M ja
 ympyr¨an k toinen leikkauspiste jaS suorienAB ja QR leikkauspiste. Kumpi jana on pidempi,RS
 vaiP M?


Ratkaisu. Jatketaan janaa RO kunnes se koh-
 taa k:n pisteess¨a T. Havaitaan, ett¨a ∠RM S =


∠RQT = 90◦. Olkoonθ=∠M RP jaφ=∠M RS.


Silloin RM = RScosφ ja ∠RP Q = ∠RT Q =
 90◦−φ. Sinilauseesta saadaan


P M


sinθ = RM


sin(90◦−θ) = RM
 cosθ =RS,
 jotenP M =RSsinθ < RS.


A B


R
 k


O
 T


P


M


Q


S


θ φ
 90◦−φ


10. Ratkaise kokonaislukujen joukossa yht¨al¨o 7(x+y) = 3(x2−xy+y2).


Ratkaisu. Pieni¨a lukuja kokeilemalla l¨oydet¨a¨an pian ratkaisut (0,0), (5,4) ja (4,5). Osoitetaan, ett¨a
 muita ratkaisuja ei ole.


Olkoon (x, y)6= (0,0) ratkaisu. Koska x2−xy+y2 >(x−y)2 ≥0, on oltava x+y >0. Koska 3
 ja 7 ovat suhteelliset alkuluvut, 3|x+y. Olkoonx+y= 3k. Silloin 7k= 3(3k2−xy), joten 3|keli
 9|x+y.


Toisaalta xy≤ (x+y)4 2, joten (x+y)2−3xy≥(x+y)4 2 ja 7(x+y)≥ 3(x+y)4 2. Saadaanx+y≤ 283.
 Koskax+y on 9:n monikerta ja 0< x+y≤ 283, on oltavax+y = 9, joten 7·9 = 3(92−3xy) ja
 xy= 20. Siten{x, y}={4,5}.


Vaativampia teht¨avi¨a


11. Etsi kaikki positiiviset luvutx, joille
 x2 sinx−cos 2x< 1


x.


Ratkaisu. Koskax >0 ja cos 2x= 1−2 sin2x, ep¨ayht¨al¨o saadaan ekvivalenttiin muotoon
 x2 sinx(1+2 sinx)<1.


Olkoona= 2 sinx(1 + 2 sinx). Kun x >0, ep¨ayht¨al¨o xa <1 on tosi jos ja vain jos


• joko 0< x <1 jaa >0


• taix >1 jaa <0.


Jos 0< x <1, niin sinx >0, joten ensimm¨ainen ehto toteutuu. Josx >1, niin toinen ehto toteutuu,
 jos ja vain jos −1<sinx <0. T¨am¨a on yht¨apit¨av¨a¨a sen kanssa, ett¨a jollakin kokonaisluvullak≥0
 p¨atee (2k+ 1)π < x <(2k+ 2)πjax6= (2k+32)π. Siten ratkaisujoukko on avointen v¨alien yhdiste:


x∈
 0,1


∪
 π,3π


2


 ∪3π
 2 ,2π


∪ 
 3π,7π


2


 ∪7π
 2 ,4π


∪ 
 5π,11π


2


∪ 11π
 2 ,6π


∪ · · ·.


12. Polynomista P(x) = ax2−bx+c tiedet¨a¨an, ett¨a 0< |a| <1, P(a) = −b ja P(b) = −a. Todista,
 ett¨a|c|<3.


Ratkaisu. Josa=b,P(x) =ax2−ax+c ja−a=P(a) =a3−a2+c, joten|c| ≤ |a|+|a3|+|a2|<3.


Oletetaan, ett¨aa6=b. Silloin


−b=f(a) =a3−ab+c (1)


−a=f(b) =ab2−b2+c (2)



(4)V¨ahennet¨a¨an (1):st¨a (2):


a−b=a(a2−b2)−b(a−b)
 1 =a(a+b)−b


b(1−a) = (a−1)(a+ 1)
 b=−(a+ 1).


Nyt (2):sta saadaan


−a=a(a+ 1)2−(a+ 1)2+c
 c= 1−a2−a3


|c| ≤1 +|a|2+|a|3<3.


13. M¨a¨aritell¨a¨an ei-negatiivisille kokonaisluvuille funktio tseuraavasti:











t(0) =t(1) = 0,
 t(2) = 1,


t(n) = pienin positiivinen kokonaisluku, joka ei jaa n:¨a¨a, kunn >2.


OlkoonT(n) =t(t(t(n))). Laske
 T(1) +T(2) +· · ·+T(2018).


Ratkaisu. Ensiksi havaitaan, ett¨aT(n) = 0, josn= 2 tai josnon pariton luku. Siten kysytty summa
 onT(4) +T(6) +· · ·+T(2018).


Jos n∈ J ={4,6, . . . ,2018}ja 3-n, niin t(n) = 3 ja T(n) = 1. Jaetaan loput joukosta J kahteen
 osaan,J1={6,18, . . . ,6·335}jaJ2={12,24, . . . ,6·336}. Jos n∈ J1,t(n) = 4 ja T(n) = 2. Jos
 n ∈ J2, ja 5 - n tai 7- n, niin jokot(n) = 5 tai t(n) = 7, ja kummassakin tapauksessa T(n) = 1.


Muutennon luvun 12·5·7 = 420 monikerta, joille on helppo tarkistaa, ett¨aT(420) =T(1260) = 2
 jaT(840) =T(1680) = 1.


Kaikkiaan siis


2018


X


n=1


T(n) =


2018


X


n=4
 2|n,3-n


T(n) + X


n∈J1


T(n) + X


n∈J2


35-n


T(n) +T(420) +T(840) +T(1260) +T(1680)


= 672 + 168·2 + 164 + 2 + 1 + 2 + 1 = 1178.


14. Tasossa on annettu yksikk¨oympyr¨a k, jonka keskipiste on K, ja suora e. Pisteen K projektio e:lle
 on O, ja KO = 2. Olkoon H niiden ympyr¨oiden joukko, joiden keskipiste on suoralla e ja jotka
 sivuavat ympyr¨a¨akulkopuolitse.


Todista, ett¨a on olemassa tason piste P ja kulma α > 0, joille ∠AP B = α kaikilla joukon H
 ympyr¨oill¨a, miss¨a ABon suorallaesijaitseva ympyr¨an halkaisija. M¨a¨arit¨aαjaP.


Ratkaisu. (Teht¨av¨ast¨a oli unohtunut ehto α > 0, mutta suorane pisteet ovat turhan triviaali rat-
 kaisu.) Olkoot M, N ∈ e pisteet, joille OM = ON ja OM- ja ON-halkaisijaiset ympyr¨at kuu-
 luvat H:hon. Olkoon ST sen ympyr¨an halkaisija, jonka keskipiste on O ja joka kuuluu H:hon.


K
 k


O


e M S T N



(5)Jos kysytty piste P on olemassa, kolmio M P N on tasakylkinen, koska ∠M P O = ∠N P A = α.


KoskaO on sivunM N keskipiste,P on suorallaKO.


Olkoon O1 janan OM keskipiste ja olkoonr=M O1 =O1O. KolmiossaKO1O on O1O2+OK2 =
 O1K2, josta seuraar= 32.


Olkoon OP = t, jolloin kolmiossaP M O on tanα= 3t ja kolmiossa SP O on tanα2 = 1t. Kaavasta
 tanα= 2 tanα/2


1−tan2α/2 seuraa 3


t = 2/t


1−1/t2 ⇐⇒ 3
 t = 2t


t2−1 ⇐⇒ t2= 3, joten on oltavaOP =√
 3
 jaα= 60◦.


Viel¨a on osoitettava, ett¨a ominaisuus on voimassa kaikille H:n ympyr¨oille. Olkoon siis AB ⊂ e
 sellaisen ympyr¨an halkaisija. Voidaan olettaa, ett¨a A sijaitsee O:n ja B:n v¨aliss¨a. Olkoon a=OA,
 s=AO0 jaAB:n keskipisteO0.


K
 k


e O


P


A O0 B


a s


KolmiostaKOO0 saadaan


OO02+OK2=O0K02 ⇐⇒ (a+s)2+ 4 = (s+ 1)2 ⇐⇒ s= a2+ 3
 2(1−a).
 Siten OB=a+ 2 a2+ 3


2(1−a) =a+ 3
 1−a ja


tan∠AP B= tan(∠OP B−∠OP A) = tan∠OP B−tan∠OP A
 1 + tan∠OP B·tan∠OP A =


√a+3


3(1−a)−√a3
 1 + a(a+3)3(1−a)


= a2+ 3


√3(1−a)·3(1−a)
 3 +a2 =√


3,


joten∠AP B= 60◦. Hyvin samanlaiset laskut seuraavat muista jananABsijainneista.


15. Akseli ja Elina pelaavat tennist¨a. He k¨aytt¨av¨at yksinkertaistettua pistelaskua, jossa er¨an voittaa pe-
 laaja, joka ensimm¨aiseksi voittaa v¨ahint¨a¨an nelj¨a peli¨a ollessaan v¨ahint¨a¨an kahden pelin verran joh-
 dossa. Akseli voittaa kunkin pelin todenn¨ak¨oisyydell¨ap≤ 12 riippumatta aiempien pelien tuloksista.


Todista, ett¨a Akseli voittaa er¨an enint¨a¨an todenn¨ak¨oisyydell¨a 2p2.


Ratkaisu. Olkoonpi,j todenn¨ak¨oisyys, ett¨a Akseli on voittanut t¨asm¨alleenipeli¨a, kuni+j peli¨a on
 pelattu. Olkoon q = 1−pElinan voittotodenn¨ak¨oisyys, ja koska pian havaitaan, ett¨a pi,j ∝piqj,
 kirjoitetaanpi,j=ci,jpiqj. Kun 1≤i, j≤3 ja kuni=j≥4, onpi,j =pi−1,jp+pi,j−1q, joten


ci,j =ci−1,j+ci,j−1 (1≤i, j≤3 taii, j≥4). (3)


Sellaisia v¨alitilanteita ei ole, joissa toinen pelaaja on voittanut nelj¨a peli¨a ollessaan kaksi peli¨a joh-
 dossa, joten kun j ≥ 5, on pj−2,j = pj−2,j−1q = pj−2,j−2q2 ja pj,j−2 = pj−1,j−2p = pj−2,j−2p2.
 Siten


cj−2,j =cj−2,j−1=cj−2,j−2=cj−1,j−2=cj,j−2 (j≥5). (4)


Yht¨al¨oill¨a (3) ja (4) voi nyt laskea kertoimetci,j. Ensimm¨aisi¨a kertoimia on seuraavassa taulukossa.



(6)j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
 i


0 1 1 1 1


1 1 2 3 4 4


2 1 3 6 10 10


3 1 4 10 20 20 20


4 1 4 10 20 40 40 40


5 20 40 80 80 80


6 40 80 160 160 160


7 80 160 320 320


8 160 320 640


Taulukosta voi arvata ja induktiolla on helppo todistaa, ett¨a yht¨al¨on (4) yhteinen arvo on 2j−3·5.


Siten Akseli voittaa todenn¨ak¨oisyydell¨a
 p4,0+p4,1+


∞


X


i=4


pi,i−2=p4+ 4p4q+ 10p4q2


∞


X


i=0


(2pq)i=p4(1 + 4q) + 10p4q2
 1−2pq


= 15p4−34p5+ 28p6−8p7


1−2p+ 2p2 = 2p2+−2p2+ 4p3+ 11p4−34p5+ 28p6−8p7


1−2p+ 2p2 .


Viimeisen murtolausekkeen nimitt¨aj¨a on positiivinen kaikilla reaalisillap, joten riitt¨a¨a tarkastella sen
 osoittajaa. Arvataan, ett¨a arvoilla p= 0 ja p= 12 on erityismerkitys, joten jaetaan niit¨a vastaavat
 tekij¨at pois.


−2p2+ 4p3+ 11p4−34p5+ 28p6−8p7=p2(−2 + 4p+ 11p2−34p3+ 28p4−8p5)


=p2(2p−1)(2−11p2+ 12p3−4p4).


Viimeisen sulkulausekkeen derivaatta −2p(8p2−18p+ 11) on negatiivinen, kun 0< p≤2 (ja nolla
 kun p= 0), joten sen pienin arvo suljetulla v¨alill¨a p∈[0,12] saavutetaan, kun p= 12. T¨am¨a arvo on
 positiivinen, joten sulkulauseke on t¨all¨a v¨alill¨a positiivinen ja koko tulo negatiivinen (ja p¨a¨atepisteiss¨a
 nolla). Siten Akselin voittotodenn¨ak¨oisyys on enint¨a¨an 2p2.


16. Muukalaisten planeetalla on 3·2018! avaruusolentoa ja 2018 kielt¨a. Kukin avaruusolentojen pari
 puhuu kesken¨a¨an tasan yht¨a kielt¨a. Todista, ett¨a on olemassa kolme avaruusolentoa, jotka puhuvat
 kaikki kesken¨a¨an samaa kielt¨a.


Ratkaisu. Todistetaan v¨aite induktiolla 3n! olennolle jankielelle. Kunn= 2, olkoon avaruusolennot
 A1, . . . , A6 ja kielet k1 ja k2. Kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan ainakin kolme muukalaispareista
 (A1, Ak) (k= 2, . . . ,6) puhuu samaa kielt¨a; oletetaan, ett¨a n¨am¨a ovat (A1, A2), (A1, A3) ja (A1, A4)
 ja ett¨a kieli onk1. Jos pareista (A2, A3), (A2, A4) ja (A3, A4) jokin puhuu kesken¨a¨an kielt¨ak1, v¨aite
 on todistettu; muuten kaikki n¨am¨a puhuvat kesken¨a¨an kielt¨ak2 ja v¨aite on sittenkin todistettu.


Oletetaan, ett¨a v¨aite on tosi, kun olentoja on 3n! ja kieli¨an. Olkoot olennotA1, . . . , Am, miss¨a m=
 3(n+ 1)!, ja kielet k1, . . . , kn+1. Kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan ainakin


m−1
 n+ 1
 


= 3n! pareista
 (A1, Ak) (k = 2, . . . , m) puhuu samaa kielt¨a; oletetaan, ett¨a n¨am¨a ovat (A1, A2), . . . , A1, A3n!+1) ja
 ett¨a kieli onk1. Jos kaksi olennoista A2, . . . , A3n!+1 puhuu kesken¨a¨an kielt¨a k1, v¨aite on todistettu;


muuten kaikki n¨am¨a olennot puhuvat kesken¨a¨an enint¨a¨ann:¨a¨a eri kielt¨a, jolloin v¨aite seuraa induktio-
 oletuksesta.


17. Ympyr¨an s¨ade onn, ja sen sis¨all¨a on 4n yksikk¨ojanaa. Kun` on mielivaltainen suora, todista, ett¨a
 on olemassa suora`0, joka on joko`:n suuntainen tai sit¨a vastaan kohtisuora, ja joka leikkaa ainakin
 kahta annetuista yksikk¨ojanoista.


Ratkaisu. Olkoot janatk1, . . . , k4n, ja olkootxi jayi jananki projektiot suorille`ja mielivaltaiselle
 (mutta kiinte¨alle) sit¨a vastaan kohtisuoralle suoralle`⊥. Kolmioep¨ayht¨al¨on perusteella


4n


X


i=1


|xi|+


4n


X


i=1


|yi| ≥


4n


X


i=1


|ki|= 4n.


Jos P4n


i=1|xi| ≥ 2n, suoralla ` on piste P, joka kuuluu kahteen projektioon xi. Silloin kohtisuora
 pisteen P kautta leikkaa kahta janaa. Jos taas P4n


i=1|yi| ≥2n, suoralta `⊥ voidaan valita vastaava
pisteQ, jonka kautta kulkee`:n suuntainen suora, joka leikkaa kahta janaa.



(7)18. Olkoot a, b, cjadpositiivisia reaalilukuja, joillea+b+c+d= 1. Todista, ett¨a
 6(a3+b3+c3+d3)≥a2+b2+c2+d2+1


8.
 Ratkaisu. Jensenin ep¨ayht¨al¨ost¨a seuraa


a3+b3+c3+d3


4 ≥


a+b+c+d
 4


3


= 1
 64.
 ja Tsebysevin ep¨ayht¨al¨ost¨a


a3+b3+c3+d3≥ a+b+c+d


4 (a2+b2+c2+d2) =a2+b2+c2+d2


4 .


N¨aist¨a saadaan yhdess¨a


6(a3+b3+c3+d3) = 4(a3+b3+c3+d3) + 2(a3+b3+c3+d3)≥a2+b2+c2+d2+1
 8.
 19. Olkoot x, y jaz positiivisia reaalilukuja, joille x+y+z = 1. Kun n on positiivinen kokonaisluku,


olkoonSn =xn+yn+zn. Olkoon edelleenP =S2S2019 jaQ=S3S2018.
 (a) M¨a¨arit¨aQ:n pienin mahdollinen arvo.


(b) Josx,y jaz ovat kolme eri lukua, selvit¨a onko P vaiQsuurempi.


Ratkaisu. (a) Jensenin ep¨ayht¨al¨ost¨a seuraa kaikilla kokonaisluvuillak≥1
 xk+yk+zk


3 ≥


x+y+z
 3


k


= 1


3k eli Sk≥ 1
 3k−1.


Yht¨asuuruus on voimassa, jos x=y=z=13. SitenQ:n pienin mahdollinen arvo on 1
 32019.
 (b) Todistetaan, ett¨a teht¨av¨an oletuksilla


Sn+1


Sn


> Sn


Sn−1.
 T¨am¨a seuraa siit¨a, ett¨a


Sn+1Sn−1−Sn2 = (xn+1+yn+1+zn+1)(xn−1+yn−1+zn−1)−(xn+yn+zn)2


=xn+1(yn−1+zn−1) +yn+1(zn−1+xn−1) +zn+1(xn−1+yn−1)


−2(xnyn+ynzn+znxn)


= X


syklinen


(xn+1yn−1+xn−1yn+1−2xnyn)


= X


syklinen


xn−1yn−1(x−y)2>0.


Siten Sn+1


Sn


>Sm+1


Sm


, kunn > m≥2. Erityisesti S2019


S2018


> S3


S2


eliP > Q.


20. OlkoonABCD j¨annenelikulmio. Todista, ett¨a kolmioiden4ABC,4BCD,4CDAja4DAB orto-
 keskukset ovatABCD:n kanssa yhdenmuotoisen nelikulmion k¨arkipisteet. Todista lis¨aksi, ett¨a samo-
 jen kolmioiden painopisteet ovat j¨annenelikulmion k¨arkipisteet. (Ortokeskus on korkeusjanojen tai
 niiden jatkeiden leikkauspiste, painopiste on keskijanojen leikkauspiste.)


Ratkaisu. Olkoot H, K, L ja M kolmioiden ABC, BCD, CDA ja DAB ortokeskukset ja olkoon
 O nelikulmion ABCD ymp¨aryskeskus. Olkoot U ja V pisteen O projektiot janoille AC ja BD,
 ja olkoon W sellainen piste, ett¨a OV W U on suunnikas. Kolmion DAB tunnetun ominaisuuden∗
 perusteella −−→


AM = 2·−−→


OV, ja vastaavasti kolmiostaBCD saadaan −−→


CK = 2·−−→


OV. Siis −−→


AM =−−→


CK ja
 AM KC on suunnikas. Koska U onAC:n keskipiste ja −−→


U W = 12−−→


AM,W on jananCM keskipiste eli
 suunnikkaan AM KC keskipiste.


Samalla tavalla osoitetaan, ett¨a BHLD on suunnikas, jonka keskipiste on W. Siten nelikulmio
HKLM on nelikulmion DABC kuva peilauksessa pisteen W suhteen, mik¨a todistaa ensimm¨aisen
v¨aitteen.



(8)Eulerin suorasta tiedet¨a¨an, ett¨a ymp¨aryskeskukselleO, painopisteelleGja ortokeskukselleH p¨atee


−−→


OG= 13−−→


OH. Kolmioilla ABC jne. on sama ymp¨aryskeskus O, joten niiden painopisteet ovat orto-
 keskustenH,K,LjaM kuvat homotetiassa, jonka keskipiste onO ja kerroin 13. KoskaHKLM on
 j¨annenelikulmio (ABCD:n kanssa yhdenmuotoisena), niin on sen homotetiakuvakin.


∗Todistus: KolmionDABkeskijanojen leikkauspiste on symmetriasyist¨a 13(D+A+B), joten vektori
 pisteest¨aOt¨ah¨an pisteeseen on 13(−−→


OD+−→


OA+−−→


OB). Eulerin suoraa koskevasta lauseesta seuraa, ett¨a
 vektori pisteest¨a O ortokeskukseen M on−−→


OD+−→


OA+−−→


OB, joten−−→


AM =−−→


OM −−→


OA=−−→


OD+−−→
 OB.


Toisaalta V = 12(B+D), joten−−→


OV = 12(−−→
 OB+−−→


OD).
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