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Tiivistelm¨a: N. Auvinen, Radonin ja Nikodymin lause (engl. Radon-Nikodym theo-
 rem), matematiikan pro gradu -tutkielma, 44 sivua, Jyv¨askyl¨an yliopisto, Matematii-
 kan ja tilastotieteen laitos, kev¨at 2019


T¨ass¨a tutkielmassa perehdyt¨a¨an merkkimittoihin ja niihin liittyviin hajotelma-
 lauseisiin. Lis¨aksi p¨a¨alauseena todistetaan mittateorian perustuloksiin kuuluva Ra-
 donin ja Nikodymin lause kolmessa eri tilanteessa: ensin kahden ¨a¨arellisen mitan ta-
 pauksessa, sitten σ-¨a¨arellisten mittojen kanssa ja viimeisen¨a σ-¨a¨arellisen mitan ja
 merkkimitan tapauksessa.


Merkkimitat ovat mittateoriassa tutkittuja mittojen yleistyksi¨a. Ne voivat mitois-
 ta poiketen saada my¨os negatiivisia arvoja, mutta kuitenkin niin, ettei merkkimitta
 voi saavuttaa sek¨a positiivista ett¨a negatiivista ¨a¨aret¨ont¨a. Tutkielmassa tutustutaan
 merkkimittojen absoluuttiseen jatkuvuuteen ja keskin¨aiseen singulaarisuuteen. En-
 simm¨ainen viittaa merkkimittojen vahvaan riippuvuuteen toisistaan: joukon nollamit-
 taisuus periytyy my¨os toiselle merkkimitalle. Singulaarisuus taas p¨ainvastoin kertoo
 joukkofunktioiden t¨aydellisest¨a riippumattomuudesta: ne saavat nollasta poikkeavia
 arvoja t¨aysin eri osissa avaruutta.


Tutkielmassa todistetaan kolme hajotelmalausetta. Hahnin hajotelmalauseen no-
 jalla mitta-avaruus voidaan jakaa merkkimitan suhteen kahteen pistevieraaseen osaan,
 joista toisessa merkkimitta saa vain positiivisia arvoja ja toisessa taas vain negatii-
 visia arvoja. Kyseisell¨a lauseella on oleellinen rooli Radonin ja Nikodymin lauseen
 todistuksessa. Jordanin hajotelmalauseessa todistetaan, miten jokainen merkkimitta
 voidaan palauttaa kahden mitan erotukseksi, ja viimeisen¨a Lebesguen hajotelmalause
 osoittaa, ett¨a kahta merkkimittaa tutkittaessa kumpi tahansa voidaan hajottaa toisen
 suhteen absoluuttisesti jatkuvaan ja singulaariseen osaan.


On helppoa osoittaa, ett¨a mitallista ei-negatiivista funktiota integroimalla saadaan
 luotua mitta. Ei ole my¨osk¨a¨an haastavaa n¨aytt¨a¨a, ett¨a n¨ain saatu mitta on absoluut-
 tisesti jatkuva integroinnissa k¨aytetyn mitan suhteen. Radonin ja Nikodymin lause
 todistaa, ett¨a sama p¨atee tietyill¨a lis¨aoletuksilla my¨os k¨a¨anteisesti: Jos σ-¨a¨arellinen
 (merkki)mittaν on absoluuttisesti jatkuva σ-¨a¨arellisen mitan µsuhteen, on olemassa
 mitallinen funktiof, jolle p¨atee, ett¨a jokaisen mitallisen joukonE ν-mitta on t¨asm¨al-
 leen funktion f integraali mitan µ suhteen joukon E yli. Toisin sanoen Radonin ja
 Nikodymin lauseen avulla l¨oydet¨a¨an funktio f, jolla


ν(E) =
 Z


E


f dµ


kaikilla mitallisilla joukoilla E. K¨ay siis ilmi, ett¨a σ-¨a¨arellisten mittojen tapaukses-
sa absoluuttinen jatkuvuus voidaan karakterisoida t¨aysin mitallisten funktioiden in-
tegroinniksi.
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(4)
Johdanto


Analyysin tuloksista tiedet¨a¨an, ett¨a t¨asm¨alleen ne funktiot, jotka ovat absoluutti-
 sesti jatkuvia, saadaan derivaattojensa integraaleina. Toisin sanoen funktiof: [a, b]→
 Ron absoluuttisesti jatkuva, jos ja vain jos on olemassa Lebesgue-integroituva funktio
 g: [a, b]→R jolle kaikilla x∈[a, b] p¨atee


f(x)−f(a) =
 Z x


a


g(t)dt.


T¨all¨oin my¨os on g =f0 melkein kaikkialla. Funktioiden kohdalla absoluuttinen jatku-
 vuushan viittaa siihen, ett¨a funktion arvot heittelev¨at v¨ah¨an, jos tarkastellaan pieni¨a
 muutoksia x-akselilla. Tarkasti sanottuna funktio f: [a, b] → R on absoluuttisesti
 jatkuva, jos kaikille ε > 0 on olemassa δ > 0 siten, ett¨a aina kun erillisille v¨aleil-
 le [xi, yi] ⊂ [a, b], miss¨a i = 1,2, . . . , n, p¨atee Pn


i=1|yi −xi| < δ, niin t¨all¨oin my¨os
 Pn


i=1|f(yi)−f(xi)|< ε.


It¨avaltalainen matemaattikko Johann Radon tutki 1900-luvun alussa niin sanot-
 tuja Lebesgue–Stieltjes-mittoja ja -integraaleja, joiden toiminta perustuu oleellisesti
 ei-v¨ahenevien jatkuvien funktioiden p¨a¨atearvosijoituksiin. N¨ain ollen niiss¨a on samo-
 ja elementtej¨a kuin edell¨a esitellyss¨a funktioiden absoluuttisen jatkuvuuden m¨a¨aritel-
 m¨ass¨a. Vuonna 1913 Radon pystyi todistamaan, ett¨a absoluuttisesti jatkuvien funk-
 tioiden integrointiin liittyv¨a ominaisuus p¨atee tietyll¨a tavalla my¨os Lebesgue–Stieltjes-
 mitoille avaruudessa Rn. H¨an osoitti, ett¨a absoluuttisesti jatkuvien Lebesgue–Stielt-
 jes-mittojen tapauksessa l¨oytyy funktio, jonka integraalina toinen mitoista pystyt¨a¨an
 esitt¨am¨a¨an. Nyky¨a¨an tunnetun yleisen version v¨aitteest¨a todisti puolalainen Otto Ni-
 kodym vuonna 1930. [5, s. 237], [2, s. 105] Lause kantaa nime¨a Radonin ja Nikodymin
 lause ja kuuluu seuraavasti:


Lause0.1. Olkootν ja µmitta-avaruudessa(X,Γ)σ-¨a¨arellisi¨a mittoja siten, ett¨a
 mitta ν on absoluuttisesti jatkuva mitan µ suhteen.


T¨all¨oin on olemassa oleellisesti yksik¨asitteinen, mitallinen ja ¨a¨arellinen funktiof,
 jolle kaikilla mitallisilla joukoilla E p¨atee


ν(E) =
 Z


E


f dµ.


Tietyll¨a tavalla ajateltuna Radonin ja Nikodymin lause n¨aytt¨aytyy siis er¨a¨anlaisena
 analyysin peruslauseena mitoille.


Radonin ja Nikodymin lause on merkitt¨av¨ass¨a roolissa todenn¨ak¨oisyysteoriassa.


K¨ay esimerkiksi ilmi, ett¨a todenn¨ak¨oisyysavaruudessa satunnaismuuttujan tiheys-
 funktio on t¨asm¨alleen Radonin ja Nikodymin lauseesta saatava funktio f. Toisaalta
 lauseen avulla voidaan my¨os m¨a¨aritell¨a t¨arke¨a todenn¨ak¨oisyysteorian k¨asite, ehdolli-
 nen todenn¨ak¨oisyys. [10, s. 246] Lis¨aksi lausetta k¨aytet¨a¨an hyv¨aksi my¨os talousma-
 tematiikassa.
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(5)JOHDANTO 3


Tutkielmaa kirjoittaessa on oletettu, ett¨a lukijalla on perustiedot mitta- ja integ-
 raaliteorian alkeista. Lis¨aksi vaaditaan joukko-opin ja analyysin hallintaa. Tutkiel-
 ma alkaa esitieto-osiolla, jossa k¨ayd¨a¨an l¨api mittateorian keskeisimm¨at k¨asitteet eli
 sigma-algebrat ja mitat sek¨a esitell¨a¨an muutamia my¨ohemmin tarvittavia tuloksia.


Sen j¨alkeen esitell¨a¨an lyhyesti integraaliteorian perusteita, ja luvun lopuksi tutkitaan
 merkkimittoja ja tarkastellaan niiden yleisi¨a ominaisuuksia.


Merkkimitat ovat tutkielmassa melkoisen suuressa roolissa, sill¨a ne voidaan liitt¨a¨a
 kiinte¨asti Radonin ja Nikodymin lauseeseen. Kyseess¨a on er¨a¨anlainen mittojen yleis-
 tys, sill¨a merkkimittojen sallitaan saavan my¨os negatiivisia arvoja. T¨am¨a luonnollises-
 ti mutkistaa todistuksia mittoihin n¨ahden ja esimerkiksi monotonisuudesta joudutaan
 mitoista poiketen merkkimittojen kohdalla jopa luopumaan. N¨aihin ongelmiin tosin
 saadaan helpotusta tutkielman toisessa luvussa.


Toisessa luvussa todistetaan kaksi tutkielman p¨a¨alauseen kannalta oleellista ha-
 jotelmalausetta. Hahnin hajotelmalausetta varten m¨a¨aritell¨a¨an uudet k¨asitteet po-
 sitiivinen ja negatiivinen joukko. N¨aiden avulla saadaan muotoiltua lauseen v¨aite,
 jonka mukaan mitta-avaruus voidaan jakaa merkkimitan suhteen kahteen pistevieraa-
 seen joukkoon, joista toinen on positiivinen ja toinen negatiivinen. Huomionarvoista
 lauseessa on, ett¨a kyseinen hajotelma on oleellisesti yksik¨asitteinen. Merkkimittojen
 tutkimista helpottaa merkitt¨av¨asti luvun toinen lause, Jordanin hajotelmalause. Sen
 mukaan jokainen merkkimitta voidaan hajottaa kahden mitan erotukseksi yksik¨asit-
 teisesti. Tulos on merkitt¨av¨a, sill¨a sen avulla useat mittojen hy¨odylliset ominaisuudet
 saadaan siirretty¨a my¨os merkkimittojen tarkasteluun.


Kolmannen luvun alussa esitell¨a¨an merkkimittojen absoluuttinen jatkuvuus, jo-
 hon tutkielman p¨a¨alause vahvasti perustuu. Luvussa todistetaan esimerkiksi lause,
 jossa perustellaan k¨asitteen nime¨a sek¨a my¨os useita absoluuttisen jatkuvuuden omi-
 naisuuksia, joita k¨aytet¨a¨an tutkielman kahden viimeisen osion todistuksissa. Tutkiel-
 man viimeisen¨a hajotelmalauseena todistetaan Lebesguen hajotelmalause, joka liittyy
 l¨aheisesti Radonin ja Nikodymin lauseeseen. Hajotelmalauseen mukaan merkkimitta
 voidaan hajottaa yksik¨asitteisesti toisen merkkimitan suhteen absoluuttisesti jatku-
 vaan ja singulaariseen osaan. Lause todistetaan kahdella tavalla, ensin k¨aytt¨am¨att¨a
 tutkielman p¨a¨alausetta ja sitten Radonin ja Nikodymin lausetta k¨aytt¨aen. Tutkiel-
 man p¨a¨att¨a¨a kolmen Radonin ja Nikodymin lauseen version todistukset, joista en-
 simm¨ainen eli ¨a¨arellisten mittojen tapaus todistetaan kahdella eri tavalla. Kahden
 eri todistuksen tarkoituksena on eritell¨a todistusidean oleellisimmat osat. Seuraavat
 kaksi todistusta rakentuvat vahvasti ensimm¨aisen version varaan ja ovat siksi suora-
 viivaisempia.


Tutkielman merkitt¨avimpin¨a l¨ahtein¨a on k¨aytetty Brucknerin, Brucknerin ja Thom-
sonin [5], Friedmanin [8] ja Cohnin [6] kirjoja. Kaksi viimeisint¨a toimivat l¨ahtein¨a ja
vertailupohjina monille tutkielman todistuksille, kirjan [5] rooli taas oli l¨ahinn¨a toimia
motivaattorina ja selitt¨a¨a pohdittuja ilmi¨oit¨a yleisemm¨ass¨a kontekstissa.



(6)LUKU 1



Esitietoja


1.1. Mitat


Mittateorian perusty¨okaluina toimivat mitat. Ne ovat joukkofunktioita, jotka sito-
 vat avaruuden osajoukkoihin niiden ”kokoon” liittyv¨an luvun eli mitan. Mittateorian
 kehitt¨aj¨an¨a tunnettu Henri Lebesgue (1875 – 1941) halusi alkujaan euklidisen ava-
 ruuden mitalta seuraavat kolme intuition mukaista ominaisuutta: Ensinn¨akin mitan
 olisi annettava mitta jokaiselle avaruuden osajoukolle eli jokaisen joukon tulisi olla
 niin sanotusti mitallinen. Toisekseen joukon orientaation ei tulisi vaikuttaa mittaan
 eli mitan olisi syyt¨a olla siirto- ja kiertoinvariantti. Toisin sanoen samanmuotoisten
 joukkojen mitat olisivat yht¨a suuret. Lis¨aksi h¨an halusi, ett¨a kesken¨a¨an pistevieraiden
 joukkojen numeroituvan yhdisteen mitta saataisiin summaamalla joukkojen mitat yh-
 teen (additiivisuus). K¨avi kuitenkin ilmi, ettei ole olemassa mittaa, jolla olisi kaikki
 edell¨a mainitut ominaisuudet. Karsimalla tutkitun avaruuden osajoukkojen joukkoa
 Lebesgue pystyi lopulta konstruoimaan additiivisen ja geometrisesti intuitiivisen mi-
 tan, joka kantaa nyky¨a¨an h¨anen nime¨a¨an.


M¨a¨aritelm¨a 1.1. Olkoon X joukko. T¨all¨oin joukkoa P(X) := {A : A ⊂ X}


kutsutaan joukonX potenssijoukoksi.


Mittoja k¨aytett¨aess¨a halutaan luonnollisesti, ett¨a mitallisia joukkoja on mahdol-
 lisimman paljon. Joukkojen mitallisuuksien suhteen olisi lis¨aksi otollista, ett¨a mi-
 tallisuus s¨ailyisi perusjoukko-opillisissa operaatiossa eli yhdisteiss¨a, leikkauksissa ja
 erotuksissa. Toisaalta tiedet¨a¨an, ettei ole j¨arkev¨a¨a odottaa kaikkien joukkojen ole-
 van mitallisia. Ratkaisuna toimivat tietyt avaruuden potenssijoukon osajoukot, niin
 sanotut sigma-algebrat (taiσ-algebrat).


M¨a¨aritelm¨a 1.2 (Sigma-algebra). Olkoot X joukko ja Γ ⊂ P(X), jolle p¨atee,
 ett¨a


(1) ∅ ∈Γ,


(2) josA ∈Γ, niinAC =X\A∈Γ, ja
 (3) josAi ∈Γ kaikilla i∈N, niinS∞


i=1Ai ∈Γ.


T¨all¨oin sanotaan, ett¨a Γ on sigma-algebra joukossa X.


Sigma-algebran m¨a¨aritelm¨an kolmen ehdon avulla voidaan p¨a¨atell¨a halutusti, ett¨a
 sigma-algebraan kuuluvien joukkojen erotukset ja leikkaukset kuuluvat my¨os sigma-
 algebraan.


Lause 1.3. Olkoot X joukko ja Γ sigma-algebra tuossa joukossa. T¨all¨oin
 (1) X ∈Γ,


(2) jos A, B ∈Γ, niin A\B ∈Γ, ja
 (3) jos Ai ∈Γ kaikilla i∈N, niin T∞


i=1Ai ∈Γ.
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(7)1.1. MITAT 5


Seuraavaksi m¨a¨aritell¨a¨an tarkasti mitta. M¨a¨arittelyss¨a on nyt oleellista, ett¨a mit-
 ta rajoitetaan sigma-algebraan Γ eik¨a koko potenssijoukkoon P(X). Lis¨aksi on huo-
 mautettava, ett¨a Lebesguen mitasta poiketen mitan ei yleisess¨a tapauksessa tarvitse
 olla siirto- tai kiertoinvariantti. Triviaalina esimerkkin¨a t¨ast¨a toimii reaaliakselin R
 Diracin mitta δ0, sill¨a δ0([0,1]) = 1, muttaδ0([1,2]) = 0.


Tutkielmassa k¨aytet¨a¨an usein merkint¨a¨a R, jolla tarkoitetaan niin sanottua laa-
 jennettua reaaliakselia eli joukkoa R:=R∪ {∞} ∪ {−∞}.


M¨a¨aritelm¨a1.4 (Mitta). OlkootX joukko ja Γ⊂ P(X) sigma-algebra joukossa
 X. T¨all¨oin sanotaan, ett¨a funktio µ: Γ→R onmitta, jos


(1) µ(∅) = 0,


(2) kaikille A∈Γ p¨atee µ(A)≥0 ja


(3) kesken¨a¨an pistevieraille joukoille Ai ∈Γ p¨atee, ett¨a
 µ


∞


[


i=1


Ai


!


=


∞


X


i=1


µ(Ai).


T¨ast¨a l¨ahtien kolmikkoa (X,Γ, µ) kutsutaanmitta-avaruudeksi, jolla tarkoitetaan
 avaruudenX varustamista mitallaµja sigma-algebralla Γ. Sigma-algebran Γ alkioita
 kutsutaan Γ-mitallisiksi, tai joskus pelk¨ast¨a¨anmitallisiksi, joukoiksi.


My¨ohemmin n¨ahd¨a¨an, kuinka mitallisia funktioita integroimalla saadaan konstru-
 oitua mittoja (katso esimerkki 1.10).


M¨a¨aritelm¨a 1.5 (Mitan ¨a¨arellisyys). Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus. T¨all¨oin
 sanotaan, ett¨a µon ¨a¨arellinen mitta, jos µ(X)<∞.


Jos taas X = S∞


k=1Ek joillakin Ek ∈ Γ, joilla µ(Ek) < ∞ kaikilla k ∈ N, niin
 sanotaan, ett¨a µon σ-¨a¨arellinen mitta.


Todistetaan sitten sis¨akk¨aisiin mitallisiin joukkoihin liittyvi¨a perustuloksia, joita
 tullaan k¨aytt¨am¨a¨an useasti edemp¨an¨a:


Lause 1.6. Olkoot A, B ∈Γ joukkoja mitta-avaruudessa(X,Γ, µ)siten, ett¨a A⊂
 B. T¨all¨oin seuraavat p¨atev¨at:


(1) µ(A)≤µ(B).


(2) Jos µ(A)<∞, niin µ(B\A) = µ(B)−µ(A).


Todistus. Kaikille joukoille A, B p¨atee


B = (B∩A)∪(B\A),


miss¨a joukot B ∩A ja B \A ovat selv¨asti kesken¨a¨an pistevieraita. Koska oletuksen
 nojalla A⊂B, niin B∩A=A. N¨ain ollen


B =A∪(B\A).


Nyt mitan additiivisuuden eli m¨a¨aritelm¨an 1.4 kohdan (3) nojalla
 µ(B) = µ(A∪(B\A)) =µ(A) +µ(B\A).


(1.1)


V¨aitteen kohdan (1) todistamiseksi huomataan, ett¨a µ(B\A) ≥ 0, koska mitta
 saa vain ei-negatiivisia arvoja. T¨aten yht¨al¨ost¨a (1.1) saadaan, ett¨a


µ(B) =µ(A) +µ(B\A)≥µ(A) + 0 =µ(A).



(8)1.1. MITAT 6


Josµ(A)<∞, voidaan se v¨ahent¨a¨a puolittain yht¨al¨oss¨a (1.1). N¨ain saadaan, ett¨a
 µ(B \A) =µ(B)−µ(A)


ja v¨aitteen kohta (2) p¨atee. 


Seuraava lemma yksinkertaistaa kahdenσ-¨a¨arellisen mitan tutkimista:


Lemma 1.7. Olkoot µ ja ν σ-¨a¨arellisi¨a mittoja avaruudessa (X,Γ). T¨all¨oin on
 olemassa mitalliset joukot Aj, joille X = S∞


j=1Aj ja joille kaikilla k ∈ N p¨atee
 µ(Ak)<∞ ja ν(Ak)<∞.


Todistus. Olkoot Mj ja Nj mitallisia joukkoja, joilla S∞


j=1Mj = X = S∞
 j=1Nj
 ja joilla µ(Mk)<∞ ja ν(Nk)<∞ kaikilla k∈N. Asetetaan jokaisella n ∈N joukot


An:=


n


[


i=1


Mi


!


∩


n


[


i=1


Ni


!
 .


T¨all¨oin mitan monotonisuuden (lauseen 1.6 kohta (1)) ja subadditiivisuuden nojalla
 kaikillan ∈N


µ(An)≤µ


n


[


i=1


Mi


!


≤


n


X


j=1


µ(Mj)<∞,


miss¨a viimeinen ep¨ayht¨al¨o seuraa siit¨a, ett¨a summattavia ¨a¨arellisi¨a termej¨a on ¨a¨a-
 rellinen m¨a¨ar¨a. Vastaavalla p¨a¨attelyll¨a saadaan, ett¨a joukot An ovat ¨a¨arellisi¨a my¨os
 mitan ν suhteen.


Olkoon sitten x ∈ X. T¨all¨oin x ∈ Mi ja x ∈ Nj joillakin i, j ∈ N. Olkoon
 sitten I := min{i ∈ N : x ∈ Mi}, ja m¨a¨aritell¨a¨an J vastaavasti joukoille Nj. N¨ain
 valitsemalla saadaan, ett¨a


x∈








max(I,J)


[


i=1


Mi





∩








max(I,J)


[


i=1


Ni





=Amax(I,J),
 ja t¨aten x ∈ S∞


j=1Aj. Toisin sanoen X ⊂ S∞


j=1Aj, mist¨a taas tarkoittaa, ett¨a X =
 S∞


j=1Aj. N¨ain ollen joukot An toteuttavat v¨aitteen ominaisuudet. 


Lause 1.8. Olkoot (X,Γ, µ) mitta-avaruus ja Ai ∈ Γ kaikilla i ∈ N. T¨all¨oin
 seuraavat p¨atev¨at:


(1) Jos Ai ⊂Ai+1 kaikilla i∈N, niin µ(S∞


i=1Ai) = limi→∞µ(Ai).


(2) JosAi+1⊂Ai kaikillai∈Njaµ(Aj)<∞jollakinj ∈N, niinµ(T∞


i=1Ai) =
 limi→∞µ(Ai).


Todistus. Lause todistetaan esimerkiksi l¨ahteess¨a [6, s. 10]. 


M¨a¨aritelm¨a 1.9 (µ-melkein kaikkialla). Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus. Olkoot
lis¨aksi P ominaisuus ja A ⊂X joukko, jossa P p¨atee. Jos µ(X\A) = 0, niin sano-
taan, ett¨a ominaisuus P p¨atee µ-melkein kaikkialla joukossa X (merkit¨a¨an µ-m.k.).
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1.2. Integraaliteoriaa


Olkoot (X,Γ, µ) mitta-avaruus,E ∈Γ jaf: E →Rmitallinen funktio. Merkit¨a¨an,
 ett¨a funktio f+ on funktion f positiiviosa ja vastaavasti f− sen negatiiviosa. T¨all¨oin
 m¨a¨aritell¨a¨an, ett¨a funktionf integraali mitan µsuhteen yli joukon E on


Z


E


f dµ =
 Z


E


f+dµ−
 Z


E


f−dµ,
 jos R


Ef+dµ <∞ tai R


Ef−dµ <∞. Lis¨aksi sanotaan, ett¨a funktiof on integroituva
 joukossa E, jos R


Ef+dµ <∞ ja R


Ef−dµ < ∞.


Seuraavassa esimerkiss¨a osoitetaan, ett¨a mitallisia funktioita integroimalla saa-
 daan luotua mittoja:


Esimerkki 1.10. Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus. Jos f: X →[0,∞] on mitalli-
 nen funktio jaA ∈Γ, niin t¨all¨oin


ν: Γ→R, ν(E) :=


Z


E∩A


f dµ
 on mitta joukossa X.


Osoitetaan, ett¨a mitan ominaisuudet t¨ayttyv¨at:


(1)


ν(∅) =
 Z


∅∩A


f dµ=
 Z


∅


f dµ= 0


(2) Koska funktiof saa vain ei-negatiivisia arvoja, niin selv¨asti my¨os
 ν(E) =


Z


E∩A


f dµ ≥0
 kaikillaE ∈Γ.


(3) Olkoot Ei ∈ Γ kesken¨a¨an pistevieraita joukkoja. T¨all¨oin integraalin peruso-
 minaisuuksien nojalla


ν


∞


[


i=1


Ei


!


=
 Z


(S∞i=1Ei)∩A


f dµ=
 Z


S∞
 i=1(Ei∩A)


f dµ=


∞


X


i=1


Z


Ei∩A


f dµ=


∞


X


i=1


ν(Ei),
 sill¨a my¨os joukot Ei∩A ovat kesken¨a¨an pistevieraita.


T¨aten ν on mitta.


Esitell¨a¨an viel¨a muutama edemp¨an¨a k¨aytett¨av¨a integraaliteorian tulos:


Lause 1.11. Olkoot (X,Γ, µ) mitta-avaruus, f: E →[0,∞] mitallinen funktio ja
 E ∈Γ. T¨all¨oin


(1) R


Ef dµ= 0, jos ja vain jos f(x) = 0 µ-melkein kaikkialla joukossa E.
 (2) jos R


Ef dµ <∞, niin f(x)<∞ µ-melkein kaikkialla joukossa E.


Lauseen 1.11 kohdassa (1) on oleellista, ett¨a funktio f on ei-negatiivinen, sill¨a
 esimerkiksi funktiolle g(x) := sin(x) p¨atee, ett¨a


Z π


−π


g dm= 0,
mutta g(x)6= 0 melkein kaikkialla v¨alill¨a [−π, π].



(10)1.3. MERKKIMITAT 8


Seuraavaksi esitelt¨av¨a¨a Lebesguen monotonisen konvergenssin lausetta k¨aytet¨a¨an
 tulevissa luvuissa tutkielman p¨a¨atuloksien todistamiseen.


Lause1.12 (Lebesguen monotonisen konvergenssin lause). Olkoot(X,Γ, µ)mitta-
 avaruus ja fj: E → [0,∞] mitallisia funktioita siten, ett¨a funktiojono (fj)∞j=1 on
 kasvava. T¨all¨oin


j→∞lim
 Z


E


fjdµ=
 Z


E


j→∞lim fjdµ.


1.3. Merkkimitat


Mitaksi m¨a¨ariteltiin edell¨a additiiviset joukkofunktiot, jotka saavat pelk¨ast¨a¨an
 ei-negatiivisia arvoja. T¨am¨a on luonnollista siksi, ett¨a esimerkiksi Lebesguen mitan
 tapauksessa pyrkimyksen¨a oli saada kyseinen mitta yhtym¨a¨an geometriseen janan
 pituuteen yksiulotteisessa, suorakulmion pinta-alaan kaksiulotteisessa ja s¨armi¨on ti-
 lavuuteen kolmiulotteisessa tilanteessa. Kyseisiss¨a tapauksissa joukon mitta voidaan
 siis samaistaa noihin geometrisiin suureisiin, jotka eiv¨at ole j¨arkevi¨a negatiivisina.


Esimerkiss¨a 1.10 huomattiin, ett¨a ei-negatiivista mitallisia funktioita integroimal-
 la saadaan aikaan mittoja. T¨am¨an vuoksi onkin luonnollista kysy¨a, millaisia jouk-
 kofunktioita syntyy, jos integroitavien funktioiden sallitaan saavan my¨os negatiivisia
 arvoja (katso esimerkki 1.14). K¨ay ilmi, ett¨a n¨ain saadaan mittoja muistuttavia jouk-
 kofunktioita, joita kutsutaan merkkimitoiksi.


M¨a¨aritelm¨a 1.13 (Merkkimitta). OlkootX joukko ja Γ⊂ P(X) sigma-algebra
 joukossaX. Sanotaan, ett¨a funktioν: Γ→Ronmerkkimitta (engl. signed measure),
 jos


(1) ν(∅) = 0,


(2) funktio ν saavuttaa korkeintaan toisen arvoista ∞ja −∞, ja
 (3) kesken¨a¨an pistevieraille joukoille Ai ∈Γ p¨atee, ett¨a


ν


∞


[


i=1


Ai


!


=


∞


X


i=1


ν(Ai).


Merkkimitan m¨a¨aritelm¨an kohdat (1) ja (3) ovat t¨asm¨alleen samat kuin mitan
 m¨a¨aritelm¨ass¨a. Toisin sanoen merkkimitatkin kuvaavat tyhj¨an joukon nollaksi ja ovat
 additiivisia. Ero mittoihin tulee siis siit¨a, ett¨a merkkimittojen sallitaan saavan my¨os
 negatiivisia arvoja. Kuten m¨a¨aritelm¨an kohdasta (2) k¨ay ilmi, ei niiden arvojoukko
 ole kuitenkaan koskaan koko R. T¨all¨a rajoituksella v¨altet¨a¨an mahdollisuus, ett¨a p¨a¨a-
 dytt¨aisiin m¨a¨arittelem¨att¨om¨a¨an tilanteeseen, jossa lasketaan yhteen arvoja −∞ ja


∞.


Esimerkki 1.14. Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus. Josf: X →Ron integroituva
 mitallinen funktio ja A∈Γ, niin t¨all¨oin


ν: Γ→R, ν(E) :=


Z


E∩A


f dµ
 on merkkimitta joukossa X.


Merkkimitan m¨a¨aritelm¨an kohdat (1) ja (3) voidaan perustella vastaavasti kuin
mittojen tapauksessa (katso esimerkki 1.10). Kohta (2) taas seuraa siit¨a, ett¨a funktion
f integroituvuus joukossa X takaa sen integraalin ¨a¨arellisyyden. [11, s. 149]
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Selv¨asti jokainen mitta on my¨os merkkimitta. P¨ainvastainen ei luonnollisesti v¨alt-
 t¨am¨att¨a p¨ade. On helppoa n¨ahd¨a, ett¨a kahden mitan erotus on merkkimitta, kunhan
 ainakin toinen mitoista on ¨a¨arellinen. Mielenkiintoinen ja eritt¨ain hy¨odyllinen tulos,
 joka tullaan todistamaan edemp¨an¨a, on, ett¨a jokainen merkkimitta voidaan hajottaa
 kahden mitan erotukseksi (katso Jordanin hajotelmalause 2.13).


Merkkimittojen ¨a¨arellisyys ja σ-¨a¨arellisyys m¨a¨aritell¨a¨an samaan tyyliin kuin mit-
 tojen tapauksessa:


M¨a¨aritelm¨a 1.15 (Merkkimitan ¨a¨arellisyys). Avaruuden (X,Γ) merkkimittaaν
 sanotaan ¨a¨arelliseksi, jos |ν(A)| <∞ kaikilla A∈ Γ. ¨A¨arellinen merkkimitta ei n¨ain
 ollen saavuta kumpaakaan arvoista ∞ ja −∞.


Merkkimitan ν sanotaan olevan σ-¨a¨arellinen, jos on joukot Ei ∈ Γ siten, ett¨a
 X =S∞


i=1Ei ja |ν(Ek)|<∞ kaikilla k∈N.


Seuraavaksi esitet¨a¨an lauseen 1.6 kohdan (2) versio merkkimitoille. Todistus on
 sama kuin mittojen tapauksessa.


Lause 1.16. OlkootA, B ∈Γ joukkoja jaν merkkimitta mitta-avaruudessa (X,Γ)
 siten, ett¨a A⊂B ja |ν(A)|<∞. T¨all¨oin


ν(B \A) =ν(B)−ν(A).


Syy siihen, miksei lauseen 1.6 kohtaa (1) yleistetty edell¨a koskemaan my¨os merk-
 kimittoja on se, ettei v¨aite sellaisenaan pit¨aisi paikkaansa. Merkkimitan mahdollinen
 negatiivisuus est¨a¨a mittoja koskevan v¨aitteen todistuksessa tehdyn arvioinnin, joten
 merkkimitat eiv¨at ole monotonisia samassa mieless¨a kuin mitat. Tietynlainen mono-
 tonisuus kuitenkin saadaan p¨atem¨a¨an rajoittumalla joukkoihin, jotka sis¨alt¨av¨at vain
 samanmerkkisi¨a joukkoja (katso lemma 1.19). M¨a¨aritell¨a¨ankin seuraavaksipositiiviset
 janegatiiviset joukot, joilla on suuri merkitys merkkimittojen hajottamisessa mitoik-
 si:


M¨a¨aritelm¨a1.17 (Positiivinen ja negatiivinen joukko sek¨a nollajoukko). Olkoot
 (X,Γ) mitta-avaruus ja ν sen merkkimitta. T¨all¨oin sanotaan, ett¨a joukko A ∈ Γ on
 positiivinen merkkimitan ν suhteen, jos kaikille E ∈Γ, E ⊂A p¨atee, ett¨a ν(E)≥0.


Vastaavasti sanotaan, ett¨a joukko B ∈ Γ on negatiivinen merkkimitan ν suhteen,
 jos kaikille F ∈Γ, F ⊂B p¨atee, ett¨aν(F)≤0.


Jos kaikille C ⊂ N, miss¨a C, N ∈ Γ, p¨atee, ett¨a ν(C) = 0, niin joukkoa N
 sanotaan nollajoukoksi merkkimitan ν suhteen (englanniksi null set).


M¨a¨aritelm¨an nojalla siis esimerkiksi positiivinen joukko on erityisesti itsekin mi-
 taltaan ei-negatiivinen. Toisaalta jokainen mitaltaan ei-negatiivinen joukko ei v¨altt¨a-
 m¨att¨a ole positiivinen joukko. Nollajoukon m¨a¨aritelm¨a vastaa tilannetta, jossa joukko
 on samaan aikaan sek¨a positiivinen ett¨a negatiivinen.


Kuten edell¨a mainittiin, merkkimitoilla ei ole samoja monotonisuusominaisuuksia
 kuin mitoilla. Seuraavaksi todistetaan kaksi merkkimittojen monotonisuuteen liitty-
 v¨a¨a tulosta. Ensinn¨akin merkkimitan suhteen ¨a¨arellisen joukon osajoukot ovat ¨a¨arel-
 lisi¨a. Toisaalta monotonisuus saavutetaan rajoittumalla positiiviseen tai negatiiviseen
 joukkoon.


Lemma 1.18. Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν merkkimitta tuossa avaruudessa.


Olkoot lis¨aksi A, B ∈Γ, A⊂B, siten, ett¨a |ν(B)|<∞. T¨all¨oin my¨os |ν(A)|<∞.
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Todistus. Tiedet¨a¨an (katso lause 1.6), ett¨a
 ν(B) =ν(A) +ν(B\A).


T¨ast¨a huomataan, ett¨a josν(B) on ¨a¨arellinen, niin my¨osν(A)+ν(B\A) on ¨a¨arellinen.


T¨aten ν(A) on ¨a¨arellinen, sill¨a laajennetun reaaliakselin summa on ¨a¨arellinen vain,


jos kaikki summattavat ovat ¨a¨arellisi¨a. 


Lemma 1.19. Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν sen merkkimitta. Olkoot lis¨aksi
 A, B ∈Γ, A⊂B, siten, ett¨a


(1) B on positiivinen. T¨all¨oin ν(A)≤ν(B).


(2) B on negatiivinen. T¨all¨oin ν(A)≥ν(B).


Todistus. Alkuun todetaan, ett¨a B\A∈Γ, B\A⊂B.


Oletetaan ensin, ett¨aB on positiivinen. Koska t¨all¨oin ν(B\A)≥0, niin merkki-
 mitan additiivisuuden nojalla


ν(B) = ν(A) +ν(B \A)≥ν(A) + 0 =ν(A).


Vastaavasti jos B on negatiivinen, niin ν(B \A)≤0 ja t¨aten
 ν(B) = ν(A) +ν(B\A)≤ν(A).



 Tutkitaan sitten joukon positiivisuuden (samoin kuin negatiivisuuden ja nolla-
 joukkouden) s¨ailymist¨a joukkojen erotuksessa ja numeroituvassa yhdisteess¨a. N¨ait¨a
 ominaisuuksia tullaan k¨aytt¨am¨a¨an avaruuden hajotelmissa merkkimitan suhteen.


Lemma 1.20. Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν merkkimitta tuossa avaruudessa.


Olkoot lis¨aksi A, B ∈ Γ siten, ett¨a A on positiivinen joukko merkkimitan ν suhteen.


T¨all¨oin A\B ∈Γ on positiivinen joukko.


Todistus. OlkoonP ∈Γ siten, ett¨aP ⊂A\B. T¨all¨oin selv¨astiP ⊂A. Oletuksen
 nojalla ν(P)≥0, joten A\B on positiivinen joukko. 


Lemma 1.21. Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν merkkimitta tuossa avaruudessa,
 ja olkoot lis¨aksi Ai ∈ Γ positiivisia joukkoja merkkimitan ν suhteen kaikilla i ∈ N.
 T¨all¨oin my¨os S∞


i=1Ai on positiivinen joukko.


Todistus. Todistus mukailee l¨ahdett¨a [13, s. 198].


Osoitetaan, ett¨a positiivisten joukkojen numeroituvan yhdisteen mielivaltainen
 osajoukko on ν-mitaltaan ei-negatiivinen. T¨all¨oin yhdiste itsess¨a¨an on positiivinen
 joukko.


Olkoon siis B ⊂ S∞


i=1Ai, B ∈ Γ. Asetetaan, ett¨a B1 := B ∩A1 ja ett¨a Bk :=


B∩


Ak\Sk−1
 i=1 Ai


, kun k∈N\ {1}. Osoitetaan nyt, ett¨a
 (1) B =S∞


k=1Bk


(2) joukot Bk ovat pareittain pistevieraita.


Todistetaan ensin ominaisuus (1): Olkoon x ∈ B. Koska B ⊂ S∞


i=1Ai, niin x ∈
 S∞


i=1Ai. T¨aten on olemassa pienin m∈N siten, ett¨a x∈Am.
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Jos m = 1, niin x ∈ B ∩A1 = B1, jolloin x ∈ S∞


k=1Bk. Jos m > 1, niin x ∈ Am
 ja kaikille i < m p¨atee, ett¨a x /∈ Ai. T¨aten x ei kuulu yhdisteeseen Sm−1


i=1 Ai ja n¨ain
 ollen


x∈B ∩ Am\


m−1


[


i=1


Ai


!


=Bm.
 T¨ass¨akin tapauksessa siis x∈S∞


k=1Bk.
 Olkoon sitten x ∈ S∞


k=1Bk. T¨all¨oin on j ∈ N siten, ett¨a x ∈ Bj. N¨ain ollen
 x∈B∩


Aj \Sj−1
 i=1Ai


ja t¨aten x on joukonB alkio. T¨ast¨a seuraa, ett¨a
 B =


∞


[


k=1


Bk.


Seuraavaksi todistetaan ominaisuus (2): Tehd¨a¨an antiteesi, ett¨a on olemassam, n∈
 N, joilla m6=n mutta


Bm∩Bn 6=∅.


Voidaan olettaa, ett¨a m > n. Otetaan alkio x leikkauksesta Bm∩Bn. T¨all¨oin
 x∈Bm =B∩ Am\


m−1


[


i=1


Ai


!
 ,
 jotenxei kuulu yhdisteeseenSm−1


i=1 Ai. Erityisestix /∈An, sill¨a oletettiin, ett¨am > n.


N¨ain ollen


x /∈Bn=B∩ An\


n−1


[


i=1


Ai


!
 .


T¨am¨a on ristiriita, joten on oltava, ett¨a joukotBk ovat pareittain pistevieraita.


Selv¨asti kaikilla k ∈ N p¨atee, ett¨a Bk ⊂Ak. Koska joukot Ak oletettiin positiivi-
 siksi merkkimitan ν suhteen, niin t¨all¨oin ν(Bk)≥ 0 kaikilla k ∈ N. T¨am¨an ja edell¨a
 todistettujen ominaisuuksien (1) ja (2) nojalla p¨atee, ett¨a


ν(B) =ν


∞


[


k=1


Bk


!


=


∞


X


k=1


ν(Bk)≥0,


miss¨a toisessa yht¨asuuruudessa k¨aytettiin merkkimitan additiivisuutta. N¨ain ollen
 ν(B)≥0, jotenS∞


i=1Ai on positiivinen joukko merkkimitanν suhteen. 


Huomautus 1.22. Lemmat 1.20 ja 1.21 voidaan todistaa samalla tavalla my¨os
negatiivisille joukoille sek¨a nollajoukoille. Lis¨aksi, koska ∅ ∈ Γ on m¨a¨aritelm¨allisesti
sek¨a positiivinen ett¨a negatiivinen joukko (ja nollajoukko), niin lemma 1.21 p¨atee
my¨os ¨a¨arellisille yhdisteille.
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Hajotelmat merkkimitan suhteen


T¨ass¨a luvussa keskityt¨a¨an kahteen t¨arke¨a¨an merkkimittoihin liittyv¨a¨an hajotel-
 malauseeseen. Ensimm¨ainen on niin sanottu Hahnin hajotelmalause, jonka mukaan
 jokainen merkkimitalla varustettu mitta-avaruus voidaan hajottaa kahteen miltei yk-
 sik¨asitteiseen pistevieraaseen joukkoon, joista toinen on positiivinen ja toinen taas
 negatiivinen. Toisena todistettava Jordanin hajotelmalause on melko suora seuraus
 Hahnin hajotelmalauseesta, ja sen nojalla jokainen merkkimitta voidaan hajottaa
 kahden mitan erotukseksi.


2.1. Hahnin hajotelmalause


Lause 2.1 (Hahnin hajotelmalause). Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν sen
 merkkimitta.


T¨all¨oin on olemassa merkkimitan ν suhteen positiivinen joukko P ⊂ X ja nega-
 tiivinen joukko N ⊂X siten, ett¨a P ∪N =X ja P ∩N =∅.


Todistus. Todistus seuraa l¨ahdett¨a [8, s. 25 – 27].


Riitt¨a¨a osoittaa v¨aite tapauksessa, jossa merkkimittaν ei saavuta arvoa−∞. Ta-
 pauksessa, jossaν saavuttaa arvon−∞, muttei arvoa∞, voitaisiin tutkia vastaavasti
 merkkimittaa −ν.


Merkit¨a¨an avaruuden (X,Γ) negatiivisten joukkojen joukkoa symbolillaN. Toisin
 sanoen olkoon joukko N :={A ∈Γ :Aon negatiivinen joukko}. Asetetaan, ett¨a


η:= inf


A∈Nν(A).


Nyt t¨aytyy olla, ett¨a η > −∞, sill¨a jos n¨ain ei olisi, voitaisiin kaikille k ∈ N valita
 negatiiviset joukot Ak siten, ett¨a ν(Ak) < −k. Tuolloin siis ν(Ak) → −∞. Kun
 asetettaisiin, ett¨a


N :=


∞


[


k=1


Ak,


niin huomautuksen 1.22 nojalla N ∈ N, ja t¨all¨oin saataisiin, ett¨a ν(N) = η =−∞.


T¨am¨a kuitenkin olisi ristiriita, sill¨a oletettiin, ettei ν saavuta arvoa −∞.


Asetettu luku η on suurempaa kuin −∞. N¨ain ollen infimumin ominaisuuksien
 nojalla jokaiselle k ∈N on olemassaAk ∈ N, jolle


ν(Ak)< η+ 1k.


T¨all¨a tavalla l¨oydet¨a¨an joukon N jono (Ak)∞k=1, jolla selv¨asti limk→∞ν(Ak) =η.


Asetetaan taas, ett¨aN :=S∞


k=1Ak. Koska kaikillak∈Np¨atee, ett¨aAk ⊂N, niin
 lemman 1.19 nojalla ν(Ak)≥ν(N). T¨ast¨a seuraa, ett¨a my¨os


η ≥ν(N).


12
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Toisaalta luvun η m¨a¨aritelm¨an nojalla η≤ν(N). T¨aten on oltava, ett¨a
 ν(N) =η.


Tutkitaan seuraavaksi joukkoaNC =X\N =:P ∈Γ. N¨aytet¨a¨an, ett¨a joukko P
 on positiivinen, jolloin on l¨oydetty joukot N, P ∈ Γ, jotka selv¨asti ovat pistevieraat,
 joiden yhdiste on koko avaruusXja joista toinen on negatiivinen ja toinen positiivinen
 merkkimitan ν suhteen. T¨am¨a todistaa lauseen.


Tehd¨a¨an antiteesi, ett¨aP ei olekaan positiivinen. T¨all¨oin se sis¨alt¨a¨a joukonB ∈Γ,
 jolle ν(B)<0. Koska B ⊂P =NC, niinB ∩N =∅, ja n¨ain ollen


ν(B∪N) =ν(B) +ν(N) = ν(B) +η < η,
 (2.1)


miss¨a viimeinen ep¨ayht¨al¨o seuraa aiemmasta havainnosta, ett¨aη >−∞. T¨aten joukko
 B ei voi olla negatiivinen, koska huomautuksen 1.22 nojalla my¨os joukko B∪N olisi
 negatiivinen ja t¨all¨oin ep¨ayht¨al¨on (2.1) lis¨aksi p¨atisi infimumin m¨a¨aritelm¨an nojalla,
 ett¨a


η≤ν(B∪N).


T¨ast¨a seuraisi ristiriita


η≤ν(B∪N)< η.


Koska joukko B ei siis voi olla negatiivinen, on sill¨a oltava Γ-mitallinen, merkki-
 mitaltaan positiivinen osajoukko B1 eli ν(B1) > 0. Valitaan nyt, ett¨a n1 on pienin
 sellainen luonnollinen luku, jolle on olemassa edell¨a mainitun kaltainen joukonB osa-
 joukkoB1 ∈Γ siten, ett¨a ν(B1)≥ n1


1. Aiemmin oletettiin, ett¨aν(B)<0. N¨ain ollen,
 koskaB1 ⊂B, lemman 1.18 nojalla my¨osν(B1)<∞. Lauseen 1.16 nojalla nyt p¨atee


ν(B\B1) = ν(B)−ν(B1)≤ν(B)− 1
 n1 <0.


Samoilla perusteilla kuin joukon B tapauksessa ei nytk¨a¨an voi joukko B \ B1 olla
 negatiivinen. Siksi on oltava olemassaB2 ∈Γ,B2 ⊂B\B1, jolle ν(B2)>0.


Valitaan seuraavaksi, ett¨a n2 on pienin sellainen luonnollinen luku, jolle on ole-
 massa joukon B\B1 ∈ Γ osajoukko B2 ∈Γ siten, ett¨a ν(B2) ≥ n1


2. Edell¨a tehdyill¨a
 p¨a¨attelyill¨a p¨a¨adyt¨a¨an t¨ass¨akin tapauksessa johtop¨a¨at¨okseen, ett¨a


ν((B \B1)\B2) = ν(B \(B1∪B2))<0.


N¨ain jatkamalla p¨a¨ast¨a¨an vaiheessa p ∈ N tilanteeseen, jossa on valittu pienin
 luonnollinen luku np, jolle p¨atee, ett¨a on olemassa joukon B \ Sp−1


i=1 Bi osajoukko
 Bp ∈Γ siten, ett¨a ν(Bp)≥ n1


p.


Koska Bi ⊂B kaikillai∈N, niin my¨osS∞


i=1Bi ⊂B. T¨aten lemman 1.18 nojalla
 ν(S∞


i=1Bi)<∞. Nyt merkkimitan additiivisuuden nojalla


∞


X


i=1


ν(Bi) =ν


∞


[


i=1


Bi


!


<∞,


sill¨a joukot Bi ovat pareittain pistevieraita (vertaa lemman 1.21 todistukseen). Toi-
 sin sanoen positiiviterminen sarja P∞


i=1ν(Bi) suppenee, joten summattavien termien
 tulee supeta nollaan eli


i→∞lim ν(Bi) = 0.
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Koska jokaisellai∈N p¨atee ν(Bi)≥ n1


i >0, on oltava my¨os, ett¨a


i→∞lim
 1
 ni = 0


eli t¨aten luvut ni kasvavat rajatta, kun indeksii kasvaa.


Olkoon sitten C ∈ Γ, C ⊂ B \S∞


i=1Bi. Osoitetaan, ett¨a t¨all¨oin kaikille j ∈ N
 p¨atee, ett¨a


ν(C)≤ 1
 nj−1.
 Jos t¨am¨a ei p¨atisi, niin olisi l∈N siten, ett¨a


ν(C)> 1


nl−1 > 1
 nl


.
 Olkoon l0 pienin t¨allainen luku, jolloin siis ν(C) > n 1


l0−1. Toisaalta luku nl0 on
 m¨a¨aritelm¨allisesti pienin luonnollinen luku, jolle p¨atee, ett¨a on Γ-mitallinen joukko
 D⊂B\Sl0−1


i=1 Bi, jolle ν(D)≥ n1


l0. Kuitenkin selv¨asti
 C ⊂B \


l0−1


[


i=1


Bi
 ja nl0 −1< nl0, joten ei voi olla, ett¨a ν(C)> n 1


l0−1.
 Nyt p¨atee, ett¨a


ν(C)≤ 1


nj −1 →0,


sill¨anj → ∞, kun j → ∞. N¨ain ollen ν(C)≤0, joten on oltava
 B \


∞


[


i=1


Bi ∈ N,


sill¨a sen mielivaltainen Γ-mitallinen osajoukko on merkkimitaltaan ei-positiivinen.


T¨all¨oin my¨osN ∪(B\S∞


i=1Bi)∈ N, jolloin
 ν N ∪(B\


∞


[


i=1


Bi)


!


≥η.


Toisaalta lauseen 1.16 nojalla p¨atee
 ν B\


∞


[


i=1


Bi


!


=ν(B)−ν


∞


[


i=1


Bi


!


ja viel¨a


ν(B)−ν


∞


[


i=1


Bi


!


< ν(B)<0,
 sill¨aν(S∞


i=1Bi)>0. Toisin sanoen ν(B\S∞


i=1Bi)<0. Nyt on p¨a¨atelty
 ν N ∪(B\


∞


[


i=1


Bi)


!


=ν(N) +ν B\


∞


[


i=1


Bi


!


< ν(N) = η,
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mist¨a seuraa, ett¨a


η≤ν N ∪(B \


∞


[


i=1


Bi)


!


< η.


T¨am¨a on ristiriita, joten antiteesi on ep¨atotta ja on oltava, ett¨a P :=NC on positii-
 vinen joukko.


Nyt on l¨oydetty joukotN, P =NC ∈Γ siten, ett¨aN∪P =X,N∩P =∅jaN on
 negatiivinen jaP on positiivinen merkkimitanνsuhteen. Lause on siis todistettu. 


Hahnin hajotelmalauseen joukkoparia (N, P) kutsutaanavaruuden X Hahnin ha-
 jotelmaksi merkkimitanνsuhteen (englanniksiHahn decomposition). T¨am¨a hajotelma
 ei kuitenkaan ole t¨aysin yksik¨asitteinen, kuten seuraava esimerkki osoittaa.


Esimerkki 2.2. Olkootµmitta jaf: [a, b]→Rµ-integroituva. Asetetaan kaikille
 mitallisille joukoilleA ⊂[a, b], ett¨a


ν(A) :=


Z


A


f dµ.


T¨all¨oin tiedet¨a¨an, ett¨a ν on merkkimitta. Lis¨aksi er¨as avaruuden [a, b] Hahnin hajo-
 telma sen suhteen on (N, P), miss¨a


N :={x∈[a, b] :f(x)<0} ja P :={x∈[a, b] :f(x)≥0}.


Toisaalta my¨os jako ( ˜N ,P˜), miss¨a


N˜ :={x∈[a, b] :f(x)≤0} ja P˜ :={x∈[a, b] :f(x)>0},


muodostaa avaruuden [a, b] Hahnin hajotelman merkkimitan ν suhteen. [13, s. 202]


Esimerkin 2.2 tilanteessa esitetyt kaksi eri Hahnin hajotelmaa eroavat toisistaan
 siin¨a, kumpaan hajotelman joukoista luetaan mukaan funktion f nollakohdat. Merki-
 t¨a¨an funktion f nollakohdista koostuvaa joukkoa symbolilla O. T¨all¨oin lauseen 1.11
 nojalla


ν(O) =
 Z


O


f dµ= 0.


Toisin sanoen Hahnin hajotelmat eroavat esimerkin 2.2 tapauksessa toisistaan nolla-
 mittaisen joukon verran. K¨aykin ilmi, ett¨a kyseinen joukko on aina nollajoukko (katso
 lause 2.5).


Ennen edell¨a mainitun ominaisuuden tarkkaa todistamista m¨a¨aritell¨a¨an kahden
 joukon eroavaisuutta edustava joukko-operaatio, symmetrinen erotus:


M¨a¨aritelm¨a 2.3 (Symmetrinen erotus). Olkoot A ja B joukkoja. T¨all¨oin sano-
 taan, ett¨a joukko


A4B := (A\B)∪(B\A)


on niiden symmetrinen erotus (englanniksi symmetric difference).


Huomataan, ett¨a joukkojen A ja B symmetrinen erotus sis¨alt¨a¨a t¨asm¨alleen ne
alkiot, joiden osalta joukot eroavat toisistaan. Toisin sanoen A = B, jos ja vain jos
A4B =∅.
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Lemma 2.4. Olkoot A, B,A,ˆ Bˆ ⊂X joukkoja siten, ett¨a


A∪B =X = ˆA∪Bˆ ja A∩B =∅= ˆA∩B.ˆ
 T¨all¨oin


(A∩B)ˆ ∪( ˆA∩B) =A4Aˆ=B4B.ˆ


Todistus. Osoitetaan, ett¨a (A ∩B)ˆ ∪( ˆA ∩B) = A4A. Yht¨ˆ asuuruus joukon
 B4Bˆ kanssa todistetaan vastaavasti.


Olkoonx∈(A∩B)ˆ ∪( ˆA∩B). Voidaan olettaa, ett¨a x∈A∩B. T¨ˆ all¨oin x∈A ja
 x∈B. Koska ˆˆ A∩Bˆ =∅ ja ˆA∪Bˆ =X, niin alkio x ei voi kuulua joukkoon ˆA. N¨ain
 ollen x∈A\A, jotenˆ


x∈(A\A)ˆ ∪( ˆA\A) =A4A.ˆ


Olkoon sitten x ∈ A4A, jolloin voidaan olettaa, ett¨ˆ a x ∈ A\A. Toisin sanoenˆ
 x∈A ja x /∈A. N¨ˆ ain ollen p¨atee my¨os, ett¨ax∈Bˆ, joten


x∈A∩B.ˆ
 T¨ast¨a seuraa, ett¨a


x∈(A∩Bˆ)∪( ˆA∩B),


ja n¨ain on osoitettu, ett¨a (A∩B)ˆ ∪( ˆA∩B) = A4A.ˆ 
 Nyt voidaan todistaa eri Hahnin hajotelmien eroavaisuuksiin liittyv¨a tulos, jonka
 mukaan ne eroavat toisistaan pelk¨ast¨a¨an nollajoukon verran:


Lause 2.5. Olkoon ν merkkimitta mitta-avaruudessa (X,Γ). Olkoot lis¨aksi parit
 (N1, P1) ja (N2, P2) avaruuden X Hahnin hajotelmia merkkimitanν suhteen. T¨all¨oin
 joukot


N14N2 ja P14P2
 ovat nollajoukkoja.


Todistus. Perustuu todistukseen l¨ahteess¨a [16, s. 109].


Tulee siis n¨aytt¨a¨a, ett¨a jokaiselle C, D ∈ Γ, jolle C ⊂ N14N2 ja D ⊂ P14P2


p¨atee, ett¨a ν(C) = 0 ja ν(D) = 0.


Lemman 2.4 nojalla riitt¨a¨a osoittaa t¨am¨a tapauksessa C ⊂ N14N2. Olkoon C ∈
 Γ, C ⊂N14N2. Saman lemman nojalla


C⊂N14N2 = (N1∩P2)∪(N2∩P1).


Nyt selv¨asti


C = (C∩(N1∩P2))∪(C∩(N2∩P1)).


Koska joukot N1 ja P1 sek¨a N2 ja P2 ovat kesken¨a¨an pistevieraita, my¨os joukot C∩
 (N1∩P2) ja C∩(N2∩P1) ovat pistevieraita. N¨ain ollen


ν(C) = ν (C∩(N1∩P2))∪(C∩(N2∩P1))


=ν(C∩(N1∩P2)) +ν(C∩(N2∩P1)).


Nyt C∩(N1∩P2)⊂ N1 ja C ∩(N1∩P2)⊂ P2. T¨aten joukko C∩(N1 ∩P2) on
 sek¨a negatiivinen ett¨a positiivinen. T¨am¨a tarkoittaa, ett¨a


ν(C∩(N1 ∩P2)) = 0.
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Vastaavasti ν(C∩(N2∩P1)) = 0. Nyt voidaan p¨a¨atell¨a, ett¨a


ν(C) =ν(C∩(N1∩P2)) +ν(C∩(N2∩P1)) = 0 + 0 = 0.


N¨aytet¨a¨an viel¨a, ett¨aN14N2 ∈Γ jaP14P2 ∈Γ. T¨all¨oin edell¨a todistetun nojalla
 ν(N14N2) = 0 ja ν(P14P2) = 0.


Koska N1, N2 ∈Γ, niin my¨os N1\N2 ∈Γ ja N2\N1 ∈Γ ja n¨ain ollen
 (N1\N2)∪(N2\N1) = N14N2 ∈Γ.


Vastaavasti voidaan n¨aytt¨a¨a, ett¨a P14P2 ∈Γ. 


Hahnin hajotelma ei siis ole t¨aysin yksik¨asitteinen, mutta lauseessa 2.5 todistetun
 ominaisuuden takia sanotaan, ett¨a Hahnin hajotelmat ovatoleellisesti yksik¨asitteiset
 (englanniksi essentially unique) eli niit¨a voidaan pit¨a¨a periaatteessa samoina.


2.2. Jordanin hajotelmalause


Hahnin hajotelmalauseen melko suorana seurauksena voidaan nyt osoittaa, ett¨a
 jokainen merkkimitta on kahden mitan erotus. Varsinaisen Jordanin hajotelmalauseen
 2.13 v¨aite on seuraavaa lausetta jonkin verran vahvempi.


Seuraus 2.6 (Jordanin hajotelmalause). Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν sen
 merkkimitta.


T¨all¨oin on olemassa mitat λ ja η, joista ainakin toinen on ¨a¨arellinen ja joille
 ν(A) =λ(A)−η(A) kaikilla A∈Γ.


Todistus. Olkoon (N, P) avaruuden X Hahnin hajotelma merkkimitan ν suh-
 teen (katso Hahnin hajotelmalause 2.1). Asetetaan kaikille A∈Γ, ett¨a


λ(A) := ν(P ∩A) ja η(A) := −ν(N ∩A).


Osoitetaan, ett¨a asetetut λ ja η ovat todella mittoja:


(1) Selv¨astikin λ(∅) = 0 =η(∅).


(2) P¨atee, ett¨a P ∩A⊂P, jotenλ(A) :=ν(P ∩A)≥0, koskaP on positiivinen
 joukko.


Toisaalta, koska vastaavasti N ∩A ⊂ N, niin ν(N ∩A) ≤ 0, sill¨a N on
 negatiivinen joukko. T¨aten η(A) :=−ν(N ∩A)≥0.


(3) Olkoot Ai ∈ Γ pareittain pistevieraita joukkoja kaikilla i∈N. T¨all¨oin my¨os
 joukot P ∩Ai ∈Γ ovat pareittain pistevieraita, samoin joukot N ∩Ai ∈ Γ.


N¨ain ollen merkkimitan ν additiivisuuden nojalla
 λ


∞


[


i=1


Ai


!


=ν P ∩


∞


[


i=1


Ai


!!


=ν


∞


[


i=1


(P ∩Ai)


!


=


∞


X


i=1


ν(P ∩Ai) =


∞


X


i=1


λ(Ai).
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Vastaavasti p¨a¨attelem¨all¨a saadaan, ett¨a
 η


∞


[


i=1


Ai


!


=−ν N ∩


∞


[


i=1


Ai


!!


=−ν


∞


[


i=1


(N ∩Ai)


!


=


∞


X


i=1


−ν(N∩Ai) =


∞


X


i=1


η(Ai).


Asetetut funktiot λ ja η ovat t¨aten mittoja.


Olkoon nyt A∈Γ. T¨all¨oin A= (P ∩A)∪(N ∩A), miss¨a joukotN ∩A jaP ∩A
 ovat pistevieraita. T¨ast¨a seuraa, ett¨a


ν(A) =ν((P ∩A)∪(N ∩A))


=ν(P ∩A) +ν(N ∩A) =ν(P ∩A)−(−ν(N ∩A)) =λ(A)−η(A).


Koskaν on merkkimitta, saavuttaa se korkeintaan toisen arvoista−∞ja∞. N¨ain
 ollen ainakin toisen mitoista λ ja η tulee olla ¨a¨arellinen. 


Jordanin hajotelmalauseen kahden mitan erotustaλ−ηkutsutaanmerkkimitanν
 Jordanin hajotelmaksi (englanniksi Jordan decomposition). Usein merkkimitan Jor-
 danin hajotelmaa merkit¨a¨anν+−ν−. Hajotelman mittaa ν+ kutsutaan merkkimitan
 ν positiiviosaksi ja vastaavasti mittaaν− sen negatiiviosaksi.


Jordanin hajotelmalause kertoo, ett¨a jokainen merkkimitta voidaan hajottaa kah-
 den mitan erotukseksi. Lause osoittautuu edemp¨an¨a todella hy¨odylliseksi, sill¨a sen
 nojalla useat merkkimittoja koskevat ongelmat voidaan palauttaa koskemaan hel-
 pommin k¨asitelt¨avi¨a mittoja.


M¨a¨aritell¨a¨an nyt mitaksi osoittautuva (katso lause 2.8) joukkofunktio, kokonais-
 heilahtelu, jota k¨aytet¨a¨an m¨a¨aritelt¨aess¨a ominaisuuksia merkkimitoille. My¨ohemmin
 todistettavasta varsinaisesta Jordanin hajotelmalauseesta 2.13 seuraa, ett¨a kokonais-
 heilahtelu on funktiona hyvin m¨a¨aritelty.


M¨a¨aritelm¨a 2.7 (Merkkimitan kokonaisheilahtelu). Olkoot ν: Γ → R merkki-
 mitta mitta-avaruudessa (X,Γ) ja ν+−ν− sen Jordanin hajotelma. T¨all¨oin funktiota


|ν|: Γ→[0,∞], |ν|(A) :=ν+(A) +ν−(A)


sanotaan merkkimitan ν kokonaisheilahteluksi (englanniksi total variation).


Muistetaan, ett¨a kahden mitan summa on my¨os aina mitta. T¨am¨a p¨atee erityisesti
 my¨os merkkimitan kokonaisheilahtelulle:


Lause 2.8. Merkkimitan kokonaisheilahtelu on mitta.


Huomautus2.9. OlkootA∈Γ mitta-avaruudessa (X,Γ) jaνmerkkimitta, jonka
 Jordanin hajotelma on


ν=ν+−ν−.
 T¨all¨oin kolmioep¨ayht¨al¨on nojalla


|ν(A)|=|ν+(A)−ν−(A)| ≤ |ν+(A)|+|ν−(A)|=ν+(A) +ν−(A) = |ν|(A).


T¨aten siis yleisesti merkkimitalle ν p¨atee


0≤ |ν(E)| ≤ |ν|(E)
kaikillaE ∈Γ.
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Koska joukkofunktiot ν+ ja ν− ovat mittoja, niin selv¨asti


|ν|(A) =ν+(A) +ν−(A) = 0
 implikoi, ett¨a my¨os


ν(A) = 0.


K¨a¨anteinen ei v¨altt¨am¨att¨a p¨ade.


Seuraavaksi m¨a¨aritell¨a¨an merkkimittojen keskin¨ainen singulaarisuus, joka liittyy
 olennaisesti jo osaltaan todistettuun Jordanin hajotelmalauseeseen, kuten tullaan n¨a-
 kem¨a¨an:


M¨a¨aritelm¨a2.10 (Merkkimittojen singulaarisuus). Olkootνjaµmerkkimittoja
 avaruudessa (X,Γ), ja olkoot olemassa joukot A, B ∈Γ, joilla


A∪B =X ja A∩B =∅.


Jos kaikille Γ-mitallisille C ⊂A ja D⊂B p¨atee |ν|(C) = 0 ja |µ|(D) = 0, niin sano-
 taan, ett¨a mitat ν ja µ ovat kesken¨a¨an singulaariset (englanniksi mutually singular)
 ja merkit¨a¨an


ν ⊥µ.


Toisin sanoen kahden merkkimitan keskin¨ainen singulaarisuus kertoo, ett¨a merkki-
 mittojen kokonaisheilahtelut antavat nollasta poikkeavia arvoja t¨aysin p¨ainvastaisissa
 avaruuden osissa. Joskus sanotaankin, ett¨a singulaariset merkkimitat ovatkeskittyneet
 (englanniksi concentrated) avaruuden eri osiin.


Huomautus 2.11. Joissakin l¨ahteiss¨a merkkimittojen ν jaµsingulaarisuus m¨a¨a-
 ritell¨a¨an siten, ett¨aν ⊥µ, jos on olemassa mitalliset, pistevieraat, avaruudenX t¨ayt-
 t¨av¨at joukotAjaB, joilla|ν|(A) = 0 ja|µ|(B) = 0. Usein joukonB sijasta merkit¨a¨an
 AC. T¨allaista m¨a¨aritelm¨a¨a k¨aytet¨a¨an esimerkiksi l¨ahteess¨a [6].


M¨a¨aritelm¨ast¨a 2.10 seuraa, ett¨a my¨os |ν|(A) = 0 ja |µ|(B) = 0, sill¨aA, B ∈Γ.


Oletetaan sitten vaihtoehtoisen m¨a¨aritelm¨an tilanne todeksi, ja olkoot C, D ∈ Γ
 siten, ett¨a C ⊂ A ja D ⊂ B. Koska kokonaisheilahtelut |ν| ja |µ| ovat mittoja, niin
 ne ovat monotonisia, joten


|ν|(C)≤ |ν|(A) = 0
 eli|ν|(C) = 0. Vastaavasti p¨atee, ett¨a|µ|(D) = 0.


N¨ain ollen esitetyt m¨a¨aritelm¨at ovat kesken¨a¨an ekvivalentit.


Esimerkki 2.12. Olkoot m Lebesguen mitta ja δa Diracin mitta, jossa a ∈ R,
 mitta-avaruudessa (R,Γ). T¨all¨oin


(R\ {a})∪ {a}=R ja (R\ {a})∩ {a}=∅.


Lis¨aksi kaikille A∈Γ, joille A⊂R\ {a} p¨atee, ett¨a


|δa|(A) =δa(A) = 0,
 koskaa /∈A. Toisaalta kaikilleB ∈Γ,B ⊂ {a}p¨atee


|m|(B) =m(B)≤m({a}) = 0,


koska {a} on yksi¨on¨a numeroituva. N¨ain ollen Lebesguen ja Diracin mitat ovat kes-
ken¨a¨an singulaariset eli m ⊥δa.
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Nyt voidaan esitell¨a varsinainen Jordanin hajotelmalause. Sen mukaan merkki-
 mitan voi hajottaa kahden mitan erotukseksi, mutta lis¨aksi hajotelman mitat ovat
 yksik¨asitteiset ja kesken¨a¨an singulaariset.


Lause 2.13 (Jordanin hajotelmalause). Olkoot (X,Γ) mitta-avaruus ja ν sen
 merkkimitta.


T¨all¨oin on olemassa yksik¨asitteiset kesken¨a¨an singulaariset mitat ν+ ja ν−, joista
 ainakin toinen on ¨a¨arellinen ja joille ν(A) = ν+(A)−ν−(A) kaikilla A∈Γ.


Todistus. Riitt¨a¨a osoittaa mittojen yksik¨asitteisyys ([9, s. 122]) ja keskin¨ainen
 singulaarisuus.


Olkoonν+−ν−merkkimitanνJordanin hajotelma, joka on konstruoitu avaruuden
 X Hahnin hajotelman (N, P) avulla. Olkoot lis¨aksi ( ˜N ,P˜) er¨as toinen avaruuden X
 Hahnin hajotelma, ja A ∈ Γ. T¨all¨oin selv¨asti A∩ (N \N˜) ⊂ A ∩N ⊂ N, joten
 A∩(N \N˜) on negatiivinen joukko merkkimitan ν suhteen. Lis¨aksi A∩(N \N˜)⊂
 A∩P˜ ⊂P˜, sill¨a ˜N ∪P˜=X ja ˜N ∩P˜ =∅. T¨ast¨a seuraa, ett¨a A∩(N \N˜) on my¨os
 positiivinen joukko, joten on oltava, ett¨a


ν


A∩(N \N˜)


= 0.


Vastaavasti saadaan p¨a¨atelty¨a, ett¨a ν


A∩( ˜N \N)


= 0.


N¨ain ollen
 ν(A∩N) = ν





A∩[(N \N˜)∪(N ∩N˜)]





=ν
 


A∩(N \N)˜
 


+ν
 


A∩(N ∩N˜)
 


= 0 +ν
 


A∩(N∩N˜)
 


=ν
 


A∩(N ∩N˜)
 


.
 Samanlaisella p¨a¨attelyll¨a


ν(A∩N˜) = ν


A∩( ˜N \N)
 +ν


A∩(N ∩N)˜ 


=ν


A∩(N ∩N˜)
 .
 T¨ast¨a seuraa yht¨asuuruus


ν−(A) = ν(A∩N) = ν(A∩N˜)
 kaikillaA ∈Γ. Vastaavasti voidaan p¨a¨atell¨a, ett¨a my¨os


ν+(A) =ν(A∩P) =ν(A∩P˜).


Merkkimitanν Jordanin hajotelma ei siis riipu k¨aytetyst¨a Hahnin hajotelmasta, joten
 se on yksik¨asitteinen.


Olkoon Γ-mitallinenC siten, ett¨a C ⊂N. T¨all¨oin
 ν+(C) =ν(C∩P) = ν(∅) = 0.


Vastaavasti, jos D∈Γ,D⊂P, niin ν−(D) = 0. N¨ain ollen ν+⊥ν−. 
 Edell¨a todistetusta Jordanin hajotelman yksik¨asitteisyydest¨a seuraa, ett¨a aiem-
 min m¨a¨aritelty merkkimitan kokonaisheilahtelu on hyvin m¨a¨aritelty funktio.


Esimerkki 2.14. Esimerkiss¨a 1.14 n¨ahtiin, ett¨a integroituvan funktion integrointi
 antaa merkkimitan. Olkoot nyt (X,Γ, µ) mitta-avaruus ja f: X → R integroituva
 funktio. T¨all¨oin


ν(E) :=


Z


E


f dµ
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on merkkimitta, kun E ∈Γ. M¨a¨aritelm¨allisesti
 ν(E) =


Z


E


f dµ:=


Z


E


f+dµ−
 Z


E


f−dµ.


Osoitetaan, ett¨a kyseess¨a on merkkimitan ν Jordanin hajotelma. On oikeastaan vain
 osoitettava, ett¨a mitatλ(E) :=R


Ef+dµjaη(E) :=R


Ef−dµovat kesken¨a¨an singulaa-
 riset. AvaruudenXer¨as Hahnin hajotelma on (N, P), miss¨aN :={x∈X :f(x)<0}


jaP :={x∈X :f(x)≥0}(kuten esimerkiss¨a 2.2). T¨all¨oin selv¨astiλ(E) :=R


Ef+dµ
 h¨avi¨a¨a joukossaN jaη(E) :=R


Ef−dµjoukossaP. N¨ain ollen integraalin m¨a¨aritelm¨a
antaa integroituvaa funktiota integroimalla saadun merkkimitan Jordanin hajotel-
man.
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Radonin ja Nikodymin lause


T¨ass¨a luvussa m¨a¨aritell¨a¨an aluksi mittoihin ja merkkimittoihin liittyv¨a t¨arke¨a k¨a-
 site absoluuttinen jatkuvuus, sek¨a todistetaan siihen liittyvi¨a ominaisuuksia. Sen j¨al-
 keen esitell¨a¨an tutkielman kolmas hajotelmalause, Lebesguen hajotelmalause, jonka
 mukaan jokainen merkkimitta voidaan hajottaa toisen merkkimitan suhteen singulaa-
 riseen ja absoluuttisesti jatkuvaan osaan. Lopuksi todistetaan tutkielman p¨a¨alauseena
 Radonin ja Nikodymin lause eri alkuoletuksilla.


3.1. Absoluuttinen jatkuvuus


Singulaarisuus merkitsi kahden mitan tapauksessa sit¨a, ett¨a ne niin sanotusti kes-
 kittyv¨at avaruuden eri osiin. Toisin sanoen avaruus voidaan hajottaa pistevieraisiin
 joukkoihin, joissa mitat vuorotellen h¨avi¨av¨at. Seuraavaksi perehdyt¨a¨an tietyll¨a taval-
 la singulaarisuudelle vastakohtaiseen mittojen v¨aliseen ominaisuuteen, absoluuttiseen
 jatkuvuuteen. Absoluuttisessa jatkuvuudessa nimitt¨ain mitan h¨avi¨aminen implikoi
 my¨os toisen mitan h¨avi¨amisen, tosin ei molemminsuuntaisesti kuten singulaarisuu-
 den tapauksessa.


M¨a¨aritelm¨a 3.1 (Mittojen absoluuttinen jatkuvuus). Olkoot µ ja ν mittoja
 avaruudessa (X,Γ).


T¨all¨oin sanotaan, ett¨a mitta ν on absoluuttisesti jatkuva mitan µ suhteen, jos
 kaikilleA ∈Γ, joille µ(A) = 0, p¨atee, ett¨a ν(A) = 0.


T¨all¨oin merkit¨a¨an, ett¨aν µ.


Mitanν absoluuttinen jatkuvuus mitan µsuhteen merkitsee sit¨a, ett¨a jokainen µ-
 nollamittainen mitallinen joukko on my¨os ν-nollamittainen. Kuten kappaleen alussa
 todettiin, ei absoluuttinen jatkuvuus ole symmetrinen ominaisuus. Toisin sanoen, jos
 ν µ, niin ν(A) = 0 ei v¨altt¨am¨att¨a tarkoita, ett¨a olisi oltavaµ(A) = 0.


Esimerkiss¨a 1.10 osoitettiin, ett¨a mitallista ei-negatiivista funktiota integroimal-
 la mitan µ suhteen saadaan konstruoitua mitta ν. Tutkielman p¨a¨alauseen kannalta
 huomionarvoista on, ett¨a saatu mitta ν on absoluuttisesti jatkuva mitan µsuhteen.


Esimerkki 3.2. Olkoot (X,Γ, µ) mitta-avaruus, f: X → [0,∞] mitallinen ja
 A∈Γ, ja olkoon mittaν kuten esimerkiss¨a 1.10 eli ν(E) =R


E∩Af dµ.


Olkoon nytE ∈Γ, jolleµ(E) = 0. Koska E∩A⊂E, niin mitan monotonisuuden
 nojalla µ(E∩A)≤µ(E) = 0, joten my¨os µ(E∩A) = 0. T¨aten


0 =
 Z


E∩A


f dµ =ν(E).


N¨ain ollen siis p¨atee, ett¨aν µ.


Absoluuttinen jatkuvuus voidaan karakterisoida ¨a¨arellisille mitoille ε-δ-m¨a¨aritte-
 lyll¨a. T¨ast¨a juontuu my¨os ominaisuuden nimitys.


22
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Lause 3.3. Olkoot (X,Γ, µ) mitta-avaruus jaν ¨a¨arellinen mitta t¨ass¨a avaruudes-
 sa.


T¨all¨oin ν  µ, jos ja vain jos kaikille ε > 0 on olemassa δ > 0 siten, ett¨a
 ν(A)< ε aina, kun A∈Γ ja µ(A)< δ.


Todistus. Todistus seuraa l¨ahdett¨a [6, s. 122 – 123].


On suoraviivaista n¨aytt¨a¨a, ett¨a ε-δ-ominaisuudesta seuraa absoluuttinen jatku-
 vuus: Olkoon E ∈ Γ, jolle µ(E) = 0. T¨all¨oin kaikille δ > 0 p¨atee, ett¨a µ(E) < δ.


Oletuksen nojalla kaikille ε > 0 p¨atee, ett¨a ν(E) < ε. N¨ain ollen on oltava, ett¨a
 ν(E) = 0, joten ν µ.


Oletetaan seuraavaksi, ett¨a ν  µ. Tulee n¨aytt¨a¨a, ett¨a ε-δ-ominaisuus p¨atee mi-
 toille ν ja µ. Tehd¨a¨an antiteesi, jonka mukaan on olemassa ε >0 siten, ett¨a kaikille
 δ >0 p¨atee, ett¨aν(A)≥ε jollekinA∈Γ, jolle µ(A)< δ.


T¨aten jokaiselle k ∈ N l¨oytyy Ak ∈ Γ siten, ett¨a µ(Ak) < 2−k ja ν(Ak) ≥ ε.


Asetetaan sitten, ett¨a Bn := S∞


k=nAk ja B := T∞


n=1Bn, jolloin huomataan, ett¨a
 Bn ∈Γ kaikilla n∈N ja my¨os B ∈Γ. Nyt selv¨asti jokaisella n ∈N p¨atee Bn+1 ⊂Bn


sek¨a


µ(B)≤µ(Bn) =µ


∞


[


k=n


Ak


!


≤


∞


X


k=n


µ(Ak),
 (3.1)


miss¨a ensimm¨ainen ep¨ayht¨al¨o seuraa mitan monotonisuudesta sek¨a siit¨a, ett¨a selv¨asti
 B ⊂Bn kaikillan ∈N, ja toinen mitan subadditiivisuudesta.


Lis¨aksi saadaan, ett¨a


∞


X


k=n


µ(Ak)≤


∞


X


k=n


2−k = 21−n,
 joten P∞


k=nµ(Ak) → 0, kun n → ∞. T¨aten ep¨ayht¨al¨on (3.1) nojalla on oltava, ett¨a
 µ(B) = 0.


Koska triviaalisti B1 ⊂X, niin mitan ν monotonisuuden ja ¨a¨arellisyyden nojalla
 ν(B1)≤ν(X)<∞. T¨aten lauseen 1.8 kohdan (2) nojalla


ν(B) = lim


n→∞ν(Bn)≥ lim


n→∞ν(An)≥ε,
 sill¨aBn+1 ⊂Bn kaikillan ∈N.


Nyt siis ν(B) ≥ ε > 0, vaikka µ(B) = 0 ja B ∈ Γ. T¨am¨a on ristiriita, sill¨a
 oletettiin, ett¨a ν µ.


N¨ain ollen ε-δ-ominaisuus p¨atee. 


Absoluuttinen jatkuvuus m¨a¨aritell¨a¨an merkkimitoille seuraavasti:


M¨a¨aritelm¨a3.4 (Merkkimittojen absoluuttinen jatkuvuus). Olkootµjaνmerk-
 kimittoja avaruudessa (X,Γ).


T¨all¨oin sanotaan, ett¨a merkkimitta ν on absoluuttisesti jatkuva merkkimitan µ
 suhteen, jos kaikille A ∈Γ, joille |µ|(A) = 0, p¨atee, ett¨a ν(A) = 0. [8]


My¨os t¨all¨oin merkit¨a¨an, ett¨aν µ.


Huomautus 3.5. Esimerkki¨a 3.2 voidaan k¨aytt¨a¨a hyv¨aksi perustellessa, ett¨a esi-
 merkin 1.14 tilanteessa merkkimittaν(E) :=R


Ef dµon absoluuttisesti jatkuva mitan
µsuhteen.
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Seuraavaksi todistettava lause on hy¨odyllinen absoluuttisesti jatkuvia merkkimit-
 toja tutkittaessa, sill¨a se antaa kolme ekvivalenttia karakterisointia tilanteelle.


Lause 3.6. Olkoot ν ja µ merkkimittoja mitta-avaruudessa (X,Γ), ja olkoon
 ν+ − ν− merkkimitan ν Jordanin hajotelma. T¨all¨oin seuraavat ominaisuudet ovat
 kesken¨a¨an yht¨apit¨avi¨a:


(1) ν µ, (2) ν+ µ ja ν− µ, (3) |ν| µ.


Todistus. Todistus perustuu l¨ahteeseen [8, s. 68].


Todistetaan ensin implikaatio (1) =⇒ (2): Olkoot A ∈ Γ, jolle |µ|(A) = 0, ja
 (N, P) avaruuden X Hahnin hajotelma merkkimitan ν suhteen. Lauseen 2.8 nojalla


|µ| on mitta, joten se on monotoninen ja t¨aten |µ|(N ∩A) = 0, sill¨a N ∩A ⊂ A.


Vastaavasti |µ|(P ∩A) = 0. T¨all¨oin oletuksen nojalla my¨os
 ν(N ∩A) = 0 ja ν(P ∩A) = 0.


Jordanin hajotelmalauseen nojalla


ν−(A) := ν(N ∩A) = 0 ja ν+(A) :=ν(P ∩A) = 0.


N¨ain ollen todella p¨atee


ν+µ ja ν− µ.


Seuraavaksi osoitetaan, ett¨a (2) =⇒ (3): Olkoon taas A ∈ Γ, jolle |µ|(A) = 0.


T¨all¨oin oletuksen nojalla


|ν|(A) =ν+(A) +ν−(A) = 0 + 0 = 0.


Viimeiseksi n¨aytet¨a¨an, ett¨a (3) =⇒ (1): Jos on A ∈ Γ, jolla |µ|(A) = 0, niin
 huomautuksen 2.9 nojalla


0≤ |ν(A)| ≤ |ν|(A) = 0.


Nyt siis|ν(A)|= 0, joten my¨osν(A) = 0.


T¨aten lauseen kohdat ovat kesken¨a¨an yht¨apit¨av¨at. 


Absoluuttisen jatkuvuuden ε-δ-karakterisointi onnistuu my¨os merkkimittojen ta-
 pauksessa.


Lause 3.7. Lause 3.3 p¨atee my¨os merkkimitoille ν ja µ, joista ν on ¨a¨arellinen.


Todistus. Todistus l¨oytyy esimerkiksi l¨ahteest¨a [9, s. 125 – 126]. Todistuksen
 periaate on sama kuin mittojen tapauksessa, mutta tilanne tulee k¨asitell¨a kokonais-


heilahteluiden kautta. 


Seuraavat kaksi lemmaa, 3.8 ja 3.9, k¨asittelev¨at merkkimittojen v¨alist¨a absoluut-
 tista jatkuvuutta ja singulaarisuutta. Kyseisi¨a lemmoja tarvitaan edemp¨an¨a Lebes-
 guen hajotelmalauseen todistamiseen.


Lemma 3.8. Olkoot µ ja ν merkkimittoja avaruudessa (X,Γ). T¨all¨oin p¨atee, ett¨a
 (1) jos ν  |µ|, niin ν µ,


(2) jos ν ⊥ |µ|, niin ν ⊥µ,


(3) jos ν µ ja ν⊥µ, niin ν ≡0.


Todistus. (1) Seuraa suoraan m¨a¨aritelm¨ast¨a.
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