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Tiivistelmä


Tässä työssä laadittiin siirtymäperusteinen elementtimenetelmäohjelmisto, jolla
 voidaan analysoida työkoneiden rakenteita sekä tehdä myös työkoneiden vaka-
 vuustarkasteluja. Ohjelmistolla voidaan laskea lineaarisen statiikan, lineaarisen
 stabiilisuusteorian sekä geometrisesti epälineaarisen statiikan tehtäviä. Lisäksi
 nykyisessä ohjelmaversiossa on epälineaarisen dynamiikan ratkaisija.


Itse ohjelmisto on toteutettu käyttäen perinteisiä ohjelmointikieliä. Mallinnetta-
 van rakenteen parametrinen geometria, kuormitukset, osien massat ja muut läh-
 töarvotiedot syötetään käyttäen taulukkolaskentakontrollia, joka mahdollistaa
 räätälöityjen syöttötietojen antamisen. Kolmiulotteinen mallinnus ja työkoneen
 visualisointi toteutettiin käyttäen kaupallista grafiikkakirjastoa.


Koska lähdekirjallisuudesta ei sellaisenaan löydy työssä käytettyjä elementtejä
 eikä laskentamenetelmää, on raportissa esitetty laskennassa käytettäviä ele-
 menttejä ja menetelmää yleisesti. Elementeistä esitellään sauva-, palkki-, levy-,
 kuori- ja solidielementtien lisäksi offset-, kytkentä- ja liukujousipalkkielementti.


Lisäksi käsitellään lyhyesti hydraulijärjestelmän mallinnusta. Ratkaisualgorit-
 meista esitellään statiikan, lineaarisen stabiilisuusteorian, dynamiikan sekä hyd-
 romekaanisen dynamiikan ratkaisijoiden periaatteet. Koska epälineaarisen dy-
 namiikan laskentamallista syntyvä differentiaaliyhtälöryhmä ratkaistaan ilman
 algebrallisia sidosehtoja, niin ratkaisualgoritmista on saatu verrattain nopea.


Lisäksi hydraulisylintereiden vaikutukset kokonaisjoustoon saadaan mallinnettua
 suoraan.


Kehitetty laskentaohjelmisto on otettu suunnittelukäyttöön yhteistyöyrityksissä.


Lisäksi ohjelmalla saatavia laskentatuloksia on vertailtu lukuisiin työkoneista
mittaamalla saatuihin tuloksiin. Laskentaohjelmaan perehtyneet ovat pitäneet
sitä helppokäyttöisenä ja erityisesti samaan tuoteperheeseen kuuluvan työkoneen



(6)laskenta on nopeutunut huomattavasti. Ohjelmiston käytöllä voidaan vähentää
 laskentaan liittyvää rutiinityötä, jolloin laskennan virhemahdollisuudet pienene-
 vät. Edelleen ohjelmalla voidaan tarkastella työkoneen asentoja, joita perintei-
 sessä laskennassa ei ole laskennan raskauden vuoksi tarkasteltu.


Ohjelmiston käytöstä on ollut seurauksena suunnittelutyön laadun parantuminen,
suunnittelukustannusten pienentyminen ja laitteiden käyttöturvallisuuden pa-
rantuminen. Simulaatiotuloksia on voitu käyttää esimerkiksi käyttölujuustarkas-
telujen pohjana. Edelleen laskennan tuloksia voidaan käyttää reuna- ja alkueh-
toina mallinnettaessa jokin koneen yksityiskohta tarkemmin.
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Abstract


In this research, the use of the finite element analysis in calculation of stability
 and the strength of working machines was studied. Also a computer software for
 structural analysis was developed. The strength and stability calculations are
 based on the two- and three-dimensional non-linear finite element analysis.


The computer aided stability and strength calculation software is especially help-
ful when designing working machines. Due to its ease of use for end users more
calculation cases can be studied. Also, more reliable and accurate calculation
results are obtained. The software will, therefore, certainly increase the safety
level and efficiency in designing working machines. Additionally, it can be in-
tegrated with the internal practices of the design company.
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γ liukuma


λ kuormituskerroin tai matriisin ominaisarvo
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kt elementin tangentiaalinen jäykkyysmatriisi
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 ue elementin solmusiirtymät


v toinen siirtymäkenttä tai solmunopeusvektori
 f kuvaus kahden normiavaruuden X ja Y välillä
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C oikeanpuolinen Cauchy-Green muodonmuutostensori
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 mat


I identiteettitensori tai identiteettimatriisi
 I neljännen kertaluvun identiteettitensori
 M elementin tai laskentamallin massamatriisi


S toinen Piola-Kirchhoff jännitystensori, PK2-tensori
 S1 toisen Piola-Kirchhoff jännitystensorin vektoriesitys
 Sf PK2-tensorin komponentit kuitusuunnassa


X asemavektori alkutilassa


x asemavektori siirtyneessä tilassa



{ }
a b c [ ]
a b cT on pystyvektori
 Operaattorit

f kuvaus tai funktio vektoriavaruuksien X ja Y välillä f: X → Y
 δ variaatio eli suureen muutos (usein oletetaan pieneksi)


∆ suureen muutos (ei tarvitse olettaa pieneksi)


• pistetulo



:
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1. Johdanto


Liikkuvat työkoneet vastaavat Suomen teollisuustuotannon bruttoarvosta noin
 3 % ja viennistä 4 %. Alueen kotimainen valmistus on merkittävää, ja se edustaa
 liikevaihdoltaan noin miljardia euroa vuodessa (Tilastokeskus 1991). Suomessa
 on käytössä arviomme mukaan nostavia työkoneita noin 200 000 kappaletta,
 joiden kanssa työskentelee satoja tuhansia työntekijöitä.


Nykyisten työkoneiden rakenne on myös monimutkaistunut, ja tätä kautta vaa-
 dittavien lujuus- ja seisontavakavuuslaskelmien määrä- ja laatuvaatimukset ovat
 kasvaneet.


Työkoneen vakavuus- ja lujuustarkastelut ovat oleellinen osa suunnittelua. Py-
 rittäessä kevyempiin ja optimaalisempiin rakenteisiin heikentämättä rakenteen
 kestoikää tai turvallisuutta eivät perinteiset laskentamenetelmät enää riitä, vaan
 laskelmissa on otettava huomioon myös rakenteen jousto-ominaisuudet. Koska
 rakenteen jäykkyys muuttuu siirtymäkentän muuttuessa, niin on käytettävä epä-
 lineaarista teoriaa. Mikäli tavoitteena on edelleen kytkeä laitteen hydraulijärjes-
 telmä mukaan, on vielä ratkaistava kytketty epälineaarinen ongelma. Tällaisten
 laskelmien tekemiseen ei ole saatavissa valmisohjelmia.


Tämän työn eräänä tavoitteena oli ratkaista edellä mainitusta laskentamallista
 syntyvä osittaisdifferentiaaliyhtälöryhmä vapaana ääriarvoongelmana ilman
 algebrallisia sidosehtoja, jolloin päädytään tavalliseen differentiaaliyhtälöryh-
 mään. Tällä saavutetaan useita etuja, kuten numeerinen stabiilius, suurempi aika-
 askel ja minimimäärä riippuvia muuttujia.



1.1 Ohjelmoinnin aloittaminen


Motivointina ohjelmointityön aloittamiseen oli siis käytössä olevien FEM-
 ohjelmistojen kykenemättömyys kyseessä oleviin laskentatehtäviin. Toisaalta
 omalla ohjelmistolla saavutetaan myös se etu, että valmisohjelmien vaatimia
 lisenssimaksuja ei tarvita.


Ennen ohjelmointiin ryhtymistä olisi syytä tehdä muutamia kysymyksiä, kuten



(16)-  miksi tarvitaan uutta FEM-ohjelmistoa
 -  kuka maksaa ohjelmointi- ja suunnittelutyön
 -  kuka ohjelmistoa käyttää


-  mikä on ohjelman elinkaari
 -  kuka ylläpitää ohjelmistoa


-  voisiko jostain löytyä “halpa” ohjelmisto, jolla voisi ratkaista kyseessä ole-
 vat tehtävät.


Lisäksi on syytä miettiä, onko kustannuksissa mukana
 -  ohjelmiston suunnittelu


-  tarvittava koulutus, jotta ohjelmointityö saadaan tehtyä
 -  ohjelmointityökalujen ja komponenttien valinta
 -  geometrian mallinnus


-  eri elementtien tangenttioperaattoreiden johtaminen
 -  tehtävän ratkaisijoiden ohjelmointi


-  ohjelman antaman tulostiedon suunnittelu
 -  ohjelmiston vaatima verifiointi


-  ohjelmistoon liittyvä verifiointitehtävien kuvaus
 -  elementtien kuvaus


-  ohjelmiston asennuksen ja käyttöönoton suunnittelu
 -  käyttöohjeet.



1.2 Työn sisältö


Työssä esitetään aluksi virtuaalisen työn periaate, jonka pohjalta lujuusopin ele-
 menttien johto on tehty. Seuraavaksi on esitetty vapausastemittausjärjestelmän
 vaihto, jota tarvitaan erilaisten erityiselementtien, kuten offset-palkkielementin
 yhtälöiden johtamisessa. Esitys on johdettu pääosin itse. Kohdassa linearisointi
 on esitetty muutamia linearisointeja, joita tarvitaan hyperkimmoisen ainemallin
 laskennassa. Esitys perustuu lähteeseen [4]. Hyperkimmoisen materiaalin las-
 kennasta on esitetty pääpiirteet perustuen lähteeseen [8].


Erilaisista elementeistä esitellään virtuaalisen työn periatteella johdettu pituut-
taan muuttava sauva. Kaksiulotteinen palkkielementti perustuu Reissnerin kine-



(17)maattiseen malliin [19]. Palkkielementtiä on käytetty pohjana johdettaessa erilai-
sia erityiselementtejä, kuten offset-palkkielementtiä. Lisäksi on esitetty tele-
skooppipuomin ketjuvetoa mallintava kytkentäelementti. Erityiselementit on
kehittänyt tutkija Jari Mäkinen, TTKK TME. Tässä työssä elementtien lausek-
keiden johtaminen on kuitenkin tehty itsenäisesti. Kolmiulotteisesta lineaarisesta
palkkielementistä on esitetty muuttuvapoikkileikkauksisen palkin jäykkyys- ja
massamatriisi, koska saamieni tietojen mukaan kaikissa valmisohjelmissa ei ole
tällaista palkkielementtiä. Kolmiulotteinen geometrisesti epälineaarinen palkki-
elementti perustuu lähteeseen [9]. Levy- ja solidielementtien johdossa on käy-
tetty apuna lähteitä [2] ja [7]. Kuituvahvisteisen solidielementin yhteydet on
johdettu itse. Kuorielementin yhtälöitä johdettaessa on muun aineiston lisäksi
käytetty apuna lähteitä [1] ja [22]. Laskentamallin epälineaarisen dynamiikan
ratkaisumenetelmien ohjelmoinnissa on käytetty lähteitä [5], [10], [14], [15] ja
[16].
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2. Teoria


Kontinuumimekaniikan epälineaariset ongelmat ratkaistaan lähes poikkeuksetta
 linearisoimalla epälineaariset yhteydet ja ratkaisemalla iteratiivisesti syntyvät
 lineaariset yhteydet, kunnes jokin konvergenssikriteeri on täytetty.



2.1 Linearisointi


Olkoot X ja Y täydellisiä normiavaruuksia (Banach-avaruuksia) ja f: X → Y
 kuvaus näiden avaruuksien välillä. Olkoot edelleen S,U ∈ X. Tällöin kuvauksen
 f suunnattu derivaatta pisteessä S suuntaan U on



( ) [ ] ( ) ( ) ( )


0



( ) lim



0 D d



d
 ε

ε ε


ε ε ε →


+ −


= = +


→


f S U f S


f S U f S U 
(1)


mikäli raja-arvo on olemassa. Jos raja-arvo on olemassa kaikilla U ∈ X ja se on
 lineaarinen U:n suhteen, niin sanotaan kuvauksen f olevan Gâteaux-derivoituva
 pisteessä S  ∈ X. Jos vielä on olemassa sellainen rajoitettu lineaarikuvaus
 A(X,Y) siten, että kaikilla U ∈ X on voimassa



(
 + ) ( )
− = ( )
∗ + ( , )


f S U f S A S U R S U 
(2)


missä jäännöstermi R(S,U) toteuttaa ehdon



( , )



lim 0



0
 =

→


R S U


U U 
(3)


niin kuvauksen f sanotaan olevan Fréchet-derivoituva tai lyhyesti derivoituva
pisteessä S. Termiä A(S) sanotaan kuvauksen f derivaataksi pisteessä S ja termiä
A(S)*U kuvauksen linearisoiduksi muodoksi pisteessä S suuntaan U. Jatkossa
linearisoitua muotoa merkitään 
L
 ( ; )f U .
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2.2  Virtuaalisen työn periaate


Mekaniikan tehtävissä ratkaistavana on tavallisesti ulkoisten kuormitusten vai-
 kutuksesta muotoaan muuttava kappalesysteemi. Perustuntemattomana on tällöin
 yleensä kappalesysteemin siirtymäkenttä. Tällöin usein käytetty menetelmä teh-
 tävän formuloinnissa on virtuaalisen työn periaate. Virtuaalisen työn lausekkeen


ext int acc 
0



W W W W


δ =δ −δ −δ = 
(4)


termit koostuvat ulkoisten voimien tekemästä virtuaalisesta työstä δ
W
ext, si-
 säisten voimien virtuaalisesta työstä δW
int ja hitausvoimien δW
acc virtuaalisesta
 työstä, missä miinusmerkki on valittu siten, että sisäisten voimien ja hitausvoi-
 mien tekemä työ on vastakkaismerkkinen ulkoisten voimien tekemään virtuaali-
 seen työhön nähden.

Kun elementtimenetelmän mukainen diskretointi, interpolointi ja linearisointi on
 tehty, saadaan virtuaalisen työn periaatetta soveltamalla johdettua elementtien
 sisäiset solmuvoimat sekä tangenttioperaattorit, kuten jäykkyys- ja massamatrii-
 sit. Kinemaattiset rajoitteet voidaan hoitaa helposti, erityisesti, mikäli ne ovat
 holonomisia eli yhtälötyyppisiä siirtymärajoituksia.



2.3 Vapausastemittausjärjestelmän muuttaminen


Kinemaattiset rajoitteet ja vapausastemittausjärjestelmän muuttaminen [21] voi-
 daan hoitaa seuraavaksi esitettävää orjuutustekniikkaa (“isäntä-orja”) käyttäen.


Perusajatus orjuutustekniikassa on esittää orjasiirtymät, jotka edustavat orjaele-
 mentin siirtymämuuttujia isäntäsiirtymien avulla [11] ja [18]. Isäntäsiirtymät
 ovat vapausasteita, jotka syntyvät mallinnettaessa erilaisia kinemaattisia kyt-
 kentöjä, kuten joustava translaatioliitos, jonka vapausaste kuvaa liitettyjen ele-
 menttien asemaa toisiinsa nähden mitattuna elementin keskiviivaa pitkin.


Olkoon f derivoituva kuvaus kahden kytketyn siirtymämittausjärjestelmän u ja v
 välillä:


= ( )


u f v 
(5)



(20)missä u on orjasiirtymävektori ja v vastaava isäntäsiirtymävektori. Tällöin orja-
 siirtymän u ja isäntäsiirtymän v välinen linearisoitu yhteys saadaan


v 
( ) ( )


δu=
D
f v •δv B v= •δ v (6)

 missä Dv viittaa derivointiin isäntäsiirtymien v suhteen. Yhtälö (6) määrittelee
 kinemaattisen matriisin B(v) jonka avulla voidaan määrittää orjasiirtymien vari-
 aatiot δu kun isäntäsiirtymien variaatiot δvtunnetaan. Oletetaan vielä, että
 kinemaattisen matriisin B ranki on täysi.

Koska molemmissa mittausjärjestelmissä tehty virtuaalinen työ tulee olla yhtä
 suuri, on vastaavien voimamittausten välillä on yhteys


u v


δ
W
 =δu Fg =δv Fg (7)


ja vastaavien voimamittausten Fv ja Fu välinen yhteys saadaan sijoittamalla yh-
 teys (6) yhtälöön (7)


T


v = u


F B F 
(8)


Edellä oleva yhtälö on erityisen tärkeä yhteys isäntä-orjatekniikkaa käytettäessä.


Jäykkyysmatriisi mittausjärjestelmässä v saadaan linearisoimalla 4 voimamit-
 tausten välinen yhteys (8) pisteessä v0 tai vastaavassa orja-pisteessä u0 =f v
( )
0
 suuntaan ∆v käyttäen mittausjärjestelmään u kuuluvia voimia:

0


0


T T T


v u v u v u
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v u g
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∆ =)
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 ∆ +D ( )
 ∆

= + ∆ + ∆


F v B F B F v B F v


F B K B v K v


g g


g g



L (9)


Viiva orja-mittauksen Fu päällä tarkoittaa, että voimaa pidetään vakiona deri-
voitaessa jälkimmäistä termiä, eli derivointi kohdistuu kinemaattiseen kytken-
tään. Yhtälöä (9) pidämme määritelmänä materiaaliselle jäykkyysmatriisille,
jonka lauseke nähdään toisesta termistä sekä geometriselle jäykkyysmatriisille
Kg, jonka lauseke saadaan jälkimmäisestä termistä. Massamatriisin M ja hitaus-
voimien vektorin Fcent määritykseen tarvitaan hitausvoimien tekemää virtuaalista
työtä



(21)acc u



W ( )


δ =δu M ug && 
(10)

 Derivoimalla yhtälö (5) ajan suhteen saadaan yhteys mittausjärjestelmien no-
 peuksien ja kiihtyvyyksien välille

v 
( )


=
D
 • =

= +


u f v v B v
 u B v B v


& & &


&


&& && & 
(11)


Sijoittamalla yhtälö (11) yhtälöön (10) saadaan hitausvoimien virtuaalinen työ
 mittausjärjestelmässä v
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acc u


T T


u u
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δ δ


δ
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= • +


v B M B v B v
 v B M B v B M B v


&
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(12)


Massamatriisi ja hitausvoimien aiheuttama solmuvoimavektori mittausjärjestel-
 mässä v saadaan mittausjärjestelmän u vastaavien suureiden avulla


T


v u


T


cent u


=


=


M B M B


F B M B v& & 
(13)


On syytä huomata, että mikäli kinemaattinen matriisi B muuttuu siirtymien v
 funktiona, niin myös massamatriisi muuttuu siirtymien funktiona.



2.4 Hyperkimmoinen materiaali


Seuraavassa esitetään muutama esimerkki suuntaan U linearisoiduista yhteyk-
 sistä, joita tarvitaan hyperkimmoisen ainemallin analysoinnissa elementtimene-
 telmällä.


2.4.1  Matriisin tai tensorin jäljen linearisointi
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: (14)



(22)2.4.2 Matriisin determinantin linearisointi
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(15)

 Ottamalla käyttöön (mielivaltaisen) matriisin A ominaisarvoista λi muodostettu
 karakteristisen polynomin lauseke (16) ja sijoittamalla siihen skalaariksi, λ = -1


( ) (
 1 )(
 3 )(
 3 )


det A−λI = λA−λ λA−λ λA−λ 
(16)

 saadaan lausekkeesta (15)
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 0(
 1S U1 )(
 2S U1 )(
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det det d 1 1 1
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 ε ε λ ε λ ε λ

ε
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= → + + +


S U S



(17)

 ja suorittamalla derivointi saadaan linearisoitu muoto
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2.4.3 Käänteismatriisin linearisointi


Koska neliömatriisin ja sen käänteismatriisin tulo on identiteettimatriisi I, niin



( )
1 [ ] ( ) [ ]


D S S U− =D I U =0 
(19)


soveltamalla yhtälöön (19) tulon linearisointisääntöä saadaan



(23)
( )
1 [ ]
 1 ( ) [ ]
 0

D S− U S S+ −D S U = 
(20)


josta helposti saadaan käänteismatriisille



( )
1 [ ]
 1 1

D S− U = −S US− − 
(21)


2.4.4 Käänteistensorin derivaatta


Lähdetään tensorin C ja sen käänteistensorin C-1 pistetulosta


C C• −1=I 
(22)


Derivoidaan yhteys C:n suhteen saadaan


C,C•C−1+ •C C,−C1 =0 
(23)

 Kerrotaan yhtälö vasemmalta käänteistensorilla ja sievennetään, jolloin saadaan

C−1•C,C•C−1+C−,C1 =0 
(24)

 Tästä ratkaisemalla käänteistensorin derivaataksi

1 1 1


,−C = − • • −


C C I C 
(25)


2.4.5 Materiaalin kimmoenergiatiheys


Hyperkimmoisen materiaalin kimmoenergiatiheys voidaan lausua oikeanpuolei-
 sen Cauchy-Green muodonmuutostensorin C pääinvarianttien I1, I2 ja I3 avulla.


Muodonmuutostensori saadaan


= T


C F F 
(26)


missä deformaatiogradientti



(24)d d


d d


= x = + u


F I


X X 
(27)


Pääinvarianttien lausekkeet ovat:
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(28)


Erilaisia kimmoenergiatiheyden lausekkeita on useita [8], joista tähän esitykseen
 on valittu Mooney-Rivlin materiaalimalli. Käytetty materiaalimalli soveltuu insi-
 nöörivenymille, jotka ovat pienempiä kuin noin 100 %. Materiaalimallin kim-
 moenergiatiheys on muotoa



( ) ( ) ( )
2

1 1 2 2


3 3 1 1


d b W I W I 2K J


ϕ ϕ ϕ= + = − + − + − 
(29)


Kimmoenergiatiheyden lausekkeessa (29) kahdessa ensimmäisessä termissä (ϕd)
 käytetään modifioituja pääinvariantteja


1/ 3


1 1 3


2/ 3


2 2 3



I I I I I I


−


−


=


= 
(30)


jotka eivät huomioi materiaalin kokoonpuristuvuutta, vaan ainoastaan muodon
vääristymistä. Kokoonpuristuvuus huomioidaan viimeisessä termissä, jossa ker-
roin K on materiaalin kokoonpuristuvuuskerroin. Mainittakoon vielä, että Moo-
ney-Rivlin materiaalimallista saa niin kutsutun Neo-Hookean materiaalimallin
asettamalla materiaalivakion W2 = 0. Tämä materiaalimalli soveltuu venymille,
jotka ovat pienempiä kuin noin 30 %.



(25)2.4.6 Jännitysten laskenta


Käytettäessä suurten venymien teoriaa tulee käytettyjen jännitys- ja venymä-
 mittausten olla työkonjugaatteja. Tässä esityksessä käytetään Green-Lagrangen
 venymätensoria



( )


1


=2 −


E C I 
(31)


ja toista Piola-Kirchhoffin jännitystensoria S, jotka ovat toistensa työkonjugaat-
 teja. Materiaalin jännitystensori saadaan derivoimalla kimmoenergiatiheyden
 lauseke (29)
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missä
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Pääinvarianttien variaatiot saadaan soveltamalla kohdassa linearisointi esitettyjä
 yhteyksiä



( )


1 1


2 2 1


3 1


3 3


I I


I I I


I I I


δ δ δ


δ δ δ


δ δ − δ


=∂ =


∂


=∂ = −


∂


=∂ =


∂


C I C
 C


C I C C


C


C C C


C



: :



: :



: :



(34)


Käyttämällä hydrostaattiselle paineelle yhteyttä
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saadaan jännitystensorin lausekkeeksi
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2.4.7  Jännitysten ja muodonmuutosten väliset linearisoidut
 yhteydet


Laskettaessa elementtien jäykkyysmatriiseja tulee olla käytössä muodonmuutos-
 kentän C, tai itse asiassa venymäkentän E arvolla linearisoitu jännitysten ja
 muodonmuutosten välinen yhteys
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Derivoimalla jännitystensorin S lauseketta (36) saadaan:
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(27)Termi B2 C
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Painetermi
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Kokoamalla edellä lasketut termit saadaan neljännen kertaluvun konstitutiivi-
 selle tensorille ortonormeeratussa kannassa komponenttiesitys
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missä


1/ 3 2/ 3 1/ 2


1 1 3 1 2 3 2 3


1/ 3 2/ 3


2 1 3 2 3 1


1/ 3 2 /3 1/ 2


3 1 3 1 2 3 2 3


2 / 3


4 2 3


2 / 3


5 2 3


1/ 3


6 2 3



4 16



9 9



4 8



3 3



2 4



3 3



4 2 8 3



F W I I W I I p I



F W I W I I



F W I I W I I p I



F W I



F W I



F W I


− −


− −


− −


−


−


−


= + −


= − −


= + +


=


= −


=



(46)


Vastaava indeksiesitys painetermille on muotoa


1


ij ij



G
 = −J C
− (47)


Saatu tulos on sama kuin lähteessä [8], vaikka välimuodot eivät ole yhtenevät.


Lähteen välimuodoissa on kuitenkin virheitä.
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3. Elementtien mallinnus


Tässä luvussa esitetään eräiden rakenne-elementtien sisäisten voimien, tangent-
 tijäykkyyden sekä massamatriisin lausekkeita. Esitettävien elementtien valinta
 perustuu lähinnä siihen, että lausekkeita ei välttämättä löydy lähdekirjallisuu-
 desta. Toisaalta lausekkeiden johtaminen on hyvin työlästä ja virhealtista.



3.1 Pituuttaan muuttava sauvaelementti


Kuvassa 1 on esitetty pituuttaan muuttava ja kääntyvä sauvaelementti, joka on
 mahdollisimman yksinkertainen elementti hydraulisylinterin toiminnan mallin-
 tamiseen. Elementin kinematiikka perustuu insinöörivenymän käyttöön. Edel-
 leen sauvan jännitysten ja venymien välisen yhteyden oletetaan noudattavan
 Hooken lakia. Sauvan kuormittamaton pituus Lc muuttuu ajan funktiona. Sauvan
 vastaava deformoitunut pituus on Ln.


Kuva 1. Pituuttaan muuttavan sauvaelementin alkutila (katkoviiva) ja defor-
 moitunut tila (yhtenäinen viiva).
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u2 u3
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x



(30)Sauvan alkutilan deformoitumatonta tilaa mitataan asemavektorilla



{ X Y X Y
1 1 2 2}


X=  ja deformaatiota solmusiirtymävektorilla u=
{ u u u u
1 2 3 4}


kuvan 1 mukaisesti. Sauvan jännityksetön pituus ajan hetkellä t saadaan yhtey-
 destä


c 0 
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L
 =L
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missä L0 sauvan pituus alkutilassa ja L(t) pituuden muutos, joka siis on ajan
 funktio. Sauvan pituuden neliö deformoituneessa tilassa on
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 missä symmetrinen matriisi A on
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ja x on deformoituneen tilan asemavektori. Sauvan jäykän kappaleen liikkeestä
 riippumaton insinöörivenymä määritellään elementille
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ε = − = −+ 
(51)


missä jälkimmäinen muoto on numeerisessa laskennassa stabiilimpi. Sauvan
 sisäisten solmuvoimien vektorin johtamiseksi tarvitaan sauvan venymän ensim-
 mäinen variaatio


n T


c c n


1
 L


L L L


δε =δ = x A u B uδ = δ 
(52)


missä B on kinemaattinen matriisi virtuaalisten siirtymien δu ja virtuaalisten
venymien δε.välillä. Summaamalla sauvan normaalijännitysten σE tekemä vir-



(31)tuaalinen työ elementin tilavuuden Vc yli saadaan sauvaelementin sisäisten sol-
 muvoimien vektori
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missä A0 on sauvan alkuperäinen poikkileikkauksen pinta-ala, E on kimmomo-
 duuli. Sauvan tangentiaalisen jäykkyysmatriisin lauseketta varten tulee sisäisten
 voimien lauseke linearisoida suuntaan ∆u ja ∆t
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 missä kt on tangentiaalinen jäykkyysmatriisi. Yhtälössä (54) jälkimmäistä termiä
 voidaan käyttää dynamiikan tehtävän aikaintegroinnissa.

Massamatriisin johtamiseksi hitausvoimien tekemä virtuaalinen työ integroidaan
 elementin alueen yli
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(55)


missä N elementin muotofunktioista muodostettu matriisi.


Olettamalla sauvaelementti tasapaksuksi ja homogeeniseksi sekä käyttämällä
 lineaarisia muotofunktioita saadaan elementin massamatriisiksi
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(32)missä m on elementin massa.


Vastaava kolmiulotteisen avaruuden elementti saadaan suoraan lisäämällä ele-
 mentin mittauksiin Z-akselin suuntaiset komponentit ja tekemällä tarvittavat
 muutokset matriisiin A, yhtälö (50).



3.2 Epälineaarinen tasopalkkielementti


Epälineaarisissa palkkielementeissä käytetään tässä työssä Reissnerin kinemaat-
 tisesti tarkkaa palkkiteoriaa, missä siirtymäkenttä mitataan kiinteään koordinaa-
 tistoon nähden. Kuvassa 2 on esitetty palkkielementin neutraaliakseli alkuase-
 massa ja siirtyneessä tilassa


Kuva 2. Tasopalkkielementin alkuasema (katkoviiva) ja siirtynyt tila (yhtenäinen
 viiva).


Kiinteätä koordinaatistoa käyttäen saadaan yksinkertaisempi muoto palkin ki-
 neettiselle energialle [3]. Tällä palkkielementillä on yksinkertaiset muotofunk-
 tiot, koska siirtymä- ja rotaatiovapausasteet ovat toisistaan riippumattomia. Tä-
 mä ominaisuus helpottaa muun muassa translaatioliitosten mallinnusta antaen
 sisäisten solmuvoimien vektorille ja tangentiaaliselle jäykkyysmatriisille verrat-



Y



X u
1


u
2
 v
1


v
2


θ
2
 θ
1


x
1
 y
1


x
2
 y
2


1



2



(33)tain yksinkertaiset lausekkeet. Lisäksi elementti ottaa huomioon leikkausmuo-
 donmuutoksen, joka voi olla merkittävä korkeaprofiilisilla palkkirakenteilla.


Palkkielementti perustuu suurten venymien teoriaan, katso [19] ja [20] ja sillä on
 kolme solmuvapausastetta, kaksi siirtymävapausastetta ja yksi rotaatiovapaus-
 aste. Yksinkertaisuuden vuoksi tässä työssä rajoittaudutaan vain palkkielement-
 tiin, jolla on kaksi solmua ja lineaariset muotofunktiot. Palkin sisäinen solmu-
 voimavektori on
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missä kinemaattinen matriisi B on
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ja poikkileikkauksen jännitysresultanttivektorilla S tarkoitetaan vektoria
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missä ε on aksiaalinen venymä, γ on liukuma ja κ on kimmoviivan kaarevuus.


Ne määritellään kaavoilla



( ) ( )



(
 '' ' cos' cos) (
 ' ' ' sin' sin)
 1

'


X u Y v


Y v X u


ε θ θ


γ θ θ


κ ϕ


+ + + −


é ù


é ù ê ú


=ê úê ú=ê + − + ú


ê ú


ê úë û ë û


ε 
(60)



(34)missä u ja v ovat siirtymät X- ja Y-suuntiin. Kulma θ θ= in+ϕ missä θin on


elementin kulma X-akselin suhteen alkutilassa ja ϕ on rotaatio alkutilasta mitat-
 tuna, katso kuva 3. Palkin kimmomatriisi D2 yhtälössä (59) koostuu aksiaali-
 jäykkyydestä, EA, leikkausjäykkyydestä, GAs ja taivutusjäykkyydestä EI.


Kuva 3. Palkkielementin poikkileikkauksen deformoituminen.


Palkkielementin tangentiaalinen jäykkyysmatriisi saadaan linearisoimalla si-
 säisten solmuvoimien vektori suuntaan ∆u:
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Jäykkyysmatriisin lauseke suljetussa muodossa yksityiskohtaisine johtoineen
 löytyy esimerkiksi lähteestä [19]. Olettaen taas, että palkkielementti on tasapak-
 su ja homogeeninen, sen massamatriisi saadaan käyttäen yhtälöä (55).
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missä m on palkin kokonaismassa ja i on palkin poikkileikkauksen neliösäde.



3.3 Offset-palkkielementti


Offset-palkkielementtejä voidaan käyttää esimerkiksi mallinnettaessa palkkira-
kennetta, jossa on rotaationivel, joka ei sijaitse palkin pintakeskiössä. Ensinnä-
kin laskentamallin vapausasteiden määrä vähenee nopeuttaen näin systeemiyh-
tälöiden ratkaisuaikaa ja toisaalta laskentamallissa ei tarvita topologisia muutok-
sia elementtiverkossa, vaikka rotaationiveliä siirretään palkin keskilinjasta si-
vuun. Offset-elementillä tarkoitetaan tässä elementtiä, jossa solmut eivät sijaitse
palkin neutraaliakselilla. Kuvassa 4 tällainen elementti on esitetty isäntä- ja orja-
vapausasteineen. Alaindeksit m (master) viittaavat solmuihin, joiden siirtymät v
ovat mukana laskentamallissa ja alaindeksi s (slave) viittaavat kuviteltuihin sol-
muihin elementin neutraaliakselilla. Kuviteltujen solmujen siirtymät on koottu
vektoriin u. Siirtymien u ja v välillä oletetaan olevan jäykkä kytkentä.



(36)Kuva 4. Offset-palkkielementti ja sen vapausasteet isäntä- ja orjamittaus-
 järjestelmässä.


Ensimmäisen solmun isäntä- ja orjasolmun siirtymien ja virtuaalisten siirtymien
 välillä on kinemaattinen yhteys
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missä Xs1/m1 on offset-vektori elementin siirtymättömässä tilassa, joka saadaan
 Xs1/m1 = Xs1 – Xm1. Rotaatiomatriisi R ja sen variaatio saadaan
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(37)Vastaavat yhteydet ovat voimassa myös toiselle solmulle. Yhdistämällä alku- ja
 loppusolmun siirtymien väliset yhteydet ja lisäämällä rotaatiovapausasteet saa-
 daan kinemaattinen matriisi B isäntä- ja orjasolmusiirtymien välillä
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 missä Xs1/m1 ja Ys1/m1 ovat vektorin Xs1/m1 komponentteja. Geometrisen jäykkyys-
 matriisin muodostamista varten tarvitaan yhtälöä
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missä Fi termit viittaavat orjaelementin sisäisten solmuvoimien vektorin kompo-
 nentteihin ja termit Bij kinemaattisen matriisin B alkioihin. Elementin sisäisten
 solmuvoimien vektori saadaan yhtälöä (8) käyttäen ja tangentiaalinen jäykkyys-
 matriisi yhtälöstä (9). Massamatriisi ja hitausvoimien vektori saadaan yhtälöstä
 (13).



3.4 Liuku-jousipalkkielementti


Seuraavaksi esiteltävä elementti koostuu edellä esitetystä palkkielementistä,
johon on liitetty liukujousi. Jousi pääsee liukumaan vapaasti palkin neutraaliak-
selia pitkin. Elementillä pyritään mallintamaan joustavaa johdeliitosta [6]. Lii-



(38)toksen joustavuus määräytyy jousielementin joustavuuden perusteella. Ele-
 mentin solmuvapausasteet v nähdään kuvassa 5.


Kuva 5. Liuku-jousipalkkielementti ja sen vapausasteet.


Palkkielementtiin on lisätty kuvan 6 mukainen jousi, joka pääsee liukumaan palkin
 neutraaliakselia pitkin. Yleistetty vapausaste v9, joka kuvaa jousen alkusolmun
 relatiivista asemaa, on verrannollinen palkkielementin pituuteen ja voi saada ar-
 voja välillä [0,1]. Jousielementin lokaalivapausasteita mitataan vektorilla uS ja
 jousen lokaalivapausasteisiin liittyvä sisäisten solmuvoimien vektori on qintS.


Kuva 6. Jousielementti ja sen lokaalivapausasteet.
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