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(4)Tiivistelmä


Olkoon X topologinen avaruus ja K ∈ {R,C,H,O}. Funktiot X →
 K muodostavat algebran J(X, K), kun yhteen- ja kertolasku määritel-
 lään pisteittäin.


Tutkimuskohteena on lukujoukkoa N vastaavan vakiofunktiojoukon
 N määriteltävyys ensimmäisen kertaluvun logiikan kaavalla eräissä al-
 gebran J(X, K) alialgebroissa.


Aakkostoissa käytetään symboleita Constant, +, ·, 0 ja 1, missä
 Constant tulkitaan vakiofunktiot määritteleväksi predikaatiksi sekä 0
 ja 1 tulkitaan vakiofunktioiksi, joiden arvot ovat 0 ja 1.


Tärkein tulos on seuraava. Olkoon X topologinen avaruus, K ∈
 {R,C,H,O} ja R kaikkien funktioiden X → K algebran alialgebra,
 joka sisältää kaikki vakiot. Tällöin N on määriteltävissä mallissa


hR,Constant,+,·,0,1i,
 jos ainakin yksi seuraavista ehdoista pätee.


(1) Algebra R on kaikkien jatkuvien funktioiden algebran alial-
 gebra, joka sisältää paloittain avoimen kuvauksen X →K.
 (2) Avaruus X onσ-kompakti ja R on kaikkien jatkuvien funktioi-


den algebran alialgebra, joka sisältää funktion, jonka kuvajouk-
 ko sisältää K:n epätyhjän avoimen osajoukon.


(3) AlgebraK onRtaiC, jaRsisältää paloittain avoimen kuvauk-
 sen X →K eikä sisällä kaikkialla rajoittamatonta funktiota.


(4) Algebra R sisältää paloittain avoimen kuvauksen X → R ja
funktion, jonka kuvajoukko sisältääK:n epätyhjän avoimen osa-
joukon. LisäksiRei sisällä kaikkialla rajoittamatonta funktiota.



(5)Abstract


Let X be a topological space and K ∈ {R,C,H,O}. The functions
 X → K form an algebra J(X, K) with pointwise addition and mul-
 tiplication.


We study first-order definability of the constant function set N cor-
 responding to the number set N in certain subalgebras ofJ(X, K).


In the vocabulary the symbols Constant, +, ·, 0 and 1 are used,
 where Constant denotes the predicate defining the constants, and 0
 and 1denote the constant functions with values 0and 1respectively.


The most important result is the following. Let X be a topological
 space, K ∈ {R,C,H,O} and R a subalgebra of the algebra of all func-
 tions X →K containing all constants. Then Nis definable in


hR,Constant,+,·,0,1i,
 if at least one of the following conditions is true.


(1) The algebra R is a subalgebra of the algebra of all continuous
 functions containing a piecewise open mappingX →K.
 (2) The spaceX isσ-compact, andR is a subalgebra of the algebra


of all continuous functions containing a function whose range
 contains a nonempty open set of K.


(3) The algebraK isRorC, andRcontains a piecewise open map-
 ping X → K and does not contain an everywhere unbounded
 function.


(4) The algebra R contains a piecewise open mapping X → R
and function whose range contains a nonempty open subset of
K. Furthermore R does not contain an everywhere unbounded
function.
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(8)1. Johdanto


1.1. Tutkimuskohteen määrittely. Olkoon X joukko jaK ykkösel-
 linen Z-algebra1 (renkaan yleistys, joka sallii kertolaskun epäliitännäi-
 syyden). Funktiot X →K muodostavat Z-algebran T, kun yhteen- ja
 kertolasku määritellään pisteittäin. Olkoon R algebran T alialgebra,
 joka sisältää kaikki vakiofunktiot. Tutkimuskohteena on lukujoukkoa


N={0,1,2,3, . . .}


vastaavan vakiofunktiojoukon N määriteltävyys ensimmäisen kertalu-
 vun logiikan kaavalla mallissahR,Constant,+,·,0,1i, missä0ja1ovat
 vakiofunktioita, joiden arvot ovat 0 ja 1, ja Constant on vakiofunktiot
 määrittelevä yksipaikkainen relaatio.


1.2. Luonnollisten lukujen joukon määriteltävyyden merkitys.


Kuten lukija varmaan intuitiivisesti tajuaa, luonnollisten lukujen jou-
 kolla ja reaalilukujen joukolla on valtava ero. Tarkastellaan esim. alku-
 luvun määritelmää ja Goldbachin konjektuuria.


1.2.1. Määritelmä. Lukux∈N\ {1}onalkuluku, jos ei ole olemassa
 sellaisia y, z ∈N\ {1}, ettäx=yz.


1.2.2. Lause (Goldbachin konjektuuri). Jokainen joukkoon {2n+ 4|
 n ∈N} kuuluva luku voidaan ilmaista kahden alkuluvun summana.


Jos jokainen edellisessä määritelmässä ja lauseessa esiintyvä merkki
 Nkorvattaisiin merkilläR, saataisiin määritelmä, jonka mukaan alkulu-
 kuja ei olisi olemassakaan. Näin ollen Goldbachin konjektuurista tulisi
 triviaalisti epätosi.


Loogikko voisi kirjoittaa Goldbachin konjektuurin seuraavassa muo-
 dossa.


Prime(x) :¬x= 1∧ ¬∃y∃z(¬y= 1∧ ¬z = 1∧x=y·z)
 Goldbach :


∀x∃y∃z(Prime(y)∧Prime(z)∧(1 + 1)·x+ (1 + 1 + 1 + 1) =y+z)
 Goldbachin konjektuuri on: lause Goldbach pätee luonnollisten luku-
 jen struktuurissa hN,+,·,0,1i.


Lause Goldbach olisi triviaalisti epätosi reaalilukujen kunnassa
 hR,+,·,0,1i.


(Kts. lauseen 1.2.2 jälkeinen kappale.)


1Tämä ja monet muut käsitteet määritellään myöhemmin. Hakemisto auttaa
lukijaa löytämään määritelmät.



(9)Moni muukin lukuteorian vaikea ongelma muuttuisi triviaaliksi re-
 aalilukujen kunnassa. Tällaiset yksittäiset esimerkit eivät riitä vakuut-
 tamaan loogikkoa siitä, että luonnollisten lukujen struktuuri on mo-
 nimutkaisempi kuin reaalilukujen kunta. On kuitenkin todistettu, että
 luonnollisten lukujen struktuuri on monessa mielessä monimutkaisempi
 kuin reaalilukujen kunta. Esim. voidaan tehdä tietokoneohjelma, joka
 löytää kaikki todet lauseet reaalilukujen kunnassa. (Eri asia on, kuin-
 ka kauan jonkin tietyn toden lauseen löytäminen kestää.) Sen sijaan
 tällaista ohjelmaa ei voida tehdä luonnollisten lukujen struktuurille.


Tästä seuraa, että ne mallit, joissa luonnollisten lukujen struktuuri on
 määriteltävissä, ovat tässä mielessä monimutkaisempia kuin esim. re-
 aalilukujen kunta.


Luonnollisten lukujen joukon määriteltävyyttä voidaan käyttää mo-
 neen muuhunkin tarkoitukseen. Esim. artikkelissa [BHR] sitä käytet-
 tiin erään todella mielenkiintoisen konformi-invariantteja koskevan ky-
 symyksen tutkimiseen. Tulos oli yllättävä: vastaus on ZFC:stä (joukko-
 opin aksioomista) riippumaton.


1.3. Merkintöjä ja käsitteitä. Tässä aliluvussa esitetään johdannos-
 sa tarvittavia yksinkertaisia merkintöjä ja määritelmiä, joita käytetään
 koko väitöskirjassa.


1.3.1. Merkintä. Vakioita (eli vakiofunktioita) ja vakiojoukkoja mer-
 kitään seuraavasti. Symbolilla zX merkitään vakiofunktiota, jonka ar-
 vo on z ja määrittelyjoukko X. Olkoon A joukko. Vakiofunktiojouk-
 koa {zX | z ∈ A} merkitään symbolilla AX. Jos määrittelyjoukko on
 asiayhteydestä tunnettu, jätetään alaindeksi pois ja käytetään pelkkää
 alleviivausta.


1.3.2. Merkintä. Kvaternioiden R-algebraa merkitään symbolilla H
 ja oktonioiden R-algebraa symbolilla O.


1.3.3. Huomautus. Kvaterniot, oktoniot ja algebrat määritellään alilu-
 vuissa 2.5, 2.13 ja 2.3.


1.3.4. Merkintä. Olkoon R funktioalgebra. Mallia hR,+,·,0,1imer-
 kitään symbolilla R∗+ ja mallia hR,Constant,+,·,0,1i symbolillaRC.
 1.3.5. Määritelmä. OlkoonX joukko,(E,>)algebrallinen struktuuri
 ja olkoot f, g :X →E funktioita. Funktioiden f ja g välinen laskutoi-
 mitus > on pisteittäinen, jos


(f>g)(z) =f(z)>g(z) kaikillaz ∈X.


Sanomme myös, että f:n ja g:n välinen laskutoimitus > määritellään
 pisteittäin.


1.3.6. Määritelmä. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Joukko
H ⊂ X on harva, jos sen sulkeuma ei sisällä sisäpisteitä. Funktio f :
X → Y on avoin, jos se kuvaa X:n avoimet osajoukot Y:n avoimille



(10)osajoukoille. Funktio f : X → Y on paloittain avoin, jos on olemassa
 sellainen harva joukko H ⊂X, että f:n rajoittuma f|X\H on avoin.


1.3.7. Esimerkki. Identtinen kuvausC→C:z 7→z on avoin funktio
 C → C. Projektio C → R : (x, y) 7→ x on avoin funktio C → R.
 Polynomifunktiot R → R ovat paloittain avoimia funktioita R → R,
 jos ne eivät ole vakiofunktioita.


1.3.8. Huomautus. Tässä väitöskirjassa on tärkeää kiinnittää huomio-
 ta paloittain avoimen funktion maalijoukkoon. Esim. paloittain avoin
 funktio X → R on täysin eri käsite kuin paloittain avoin funktio
 X → C. Maalijoukko ei aina käy ilmi asiayhteydestä. Esim. voidaan
 puhua kaikkien jatkuvien funktioiden X →Crenkaan alirenkaasta, jo-
 ka sisältää paloittain avoimen funktion X →R. Tämän vuoksi maali-
 joukko merkitään melkein aina näkyviin, kun puhutaan paloittain avoi-
 mesta funktiosta. Näin tehdään myös, kun puhutaan avoimesta funk-
 tiosta sekä myöhemmin määriteltävistä osittain avoimesta, alkutiheäs-
 tä ja osittain alkutiheästä funktiosta. Sen sijaan näin ei tehdä, kun
 puhutaan funktiosta, jonka kuvajoukko on sisäpisteellinen. Esim. kun
 tarkastellaan funktioiden X → C rengasta, joka sisältää funktion f,
 jonka kuvajoukko on sisäpisteellinen, niin f:n kuvajoukko sisältääC:n
 epätyhjän avoimen osajoukon. (Kts. lause 1.4.1.)


1.3.9. Määritelmä. Olkoon X topologinen ja Y metrinen avaruus.


Funktio f :X →Y onkaikkialla rajoittamaton, jos X:n jokaisen epä-
 tyhjän avoimen osajoukon U kuvaf[U]on rajoittamaton.


1.3.10. Määritelmä. Topologinen avaruus on yhtenäinen, jos se ei
 ole minkään kahden erillisen epätyhjän avoimen joukon yhdiste. To-
 pologisen avaruuden osajoukko on yhtenäinen, jos se on aliavaruutena
 yhtenäinen.


1.3.11. Määritelmä. Olkoon X äärellinen yhdiste yhtenäisistä R:n
 osajoukoista. Funktiof :X →Ronpaloittain jatkuva, jos sillä on vain
 äärellinen määrä epäjatkuvuuskohtia.


1.3.12. Määritelmä. OlkoonX topologinen avaruus. Joukko U ⊂X
 on pisteen x∈X ympäristö, josU on avoin ja sisältää pisteen x.


1.3.13. Määritelmä. Kokoelma topologisen avaruuden X avoimia
 osajoukkoja on X:n avoin peite, jos niiden yhdiste on X. Topologi-
 nen avaruus on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteellä on ää-
 rellinen osapeite. Topolologisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos
 se on aliavaruutena kompakti.


1.3.14. Määritelmä. Topologinen avaruus on Lindelöf-avaruus, jos
 jokaisella avoimella peitteellä on numeroituva osapeite.


1.3.15. Määritelmä. Topologinen avaruus X on lokaalisti kompakti,
jos jokaisellaX:n pisteellä on ympäristö, jonka sulkeuma on kompakti.



(11)1.3.16. Määritelmä. Topologinen avaruus X on σ-kompakti, jos se
 on joidenkin kompaktien osajoukkojensa numeroituva yhdiste.


1.3.17. Esimerkki. Jokainen lokaalisti kompakti Lindelöf-avaruus on
 σ-kompakti.


1.3.18. Määritelmä. Olkoon X topologinen avaruus ja I = [0,1].


Polku on jatkuva funktio I → X. Avaruus X on polkuyhtenäinen, jos
 jokaista pisteparia (x, y) ∈ X2 kohti on olemassa sellainen polku α :
 I →X, että α(0) =xja α(1) =y.


1.3.19. Määritelmä. Topologinen avaruusXonlokaalisti yhtenäinen,
 jos jokaisen pisteen x ∈X jokainen ympäristö sisältää x:n yhtenäisen
 ympäristön.


1.3.20. Määritelmä. Kompleksitason osajoukko Gonalue, jos se on
 avoin ja yhtenäinen. Alueessa Gmääritelty funktioG→Conanalyyt-
 tinen, jos sillä on derivaatta jokaisessa G:n pisteessä.


1.3.21. Huomautus. Analyyttisen funktion maalijoukko on C, joten
 analyyttinen funktio ei voi saada missään määrittelyjoukon pistees-
 sä arvoa ∞. Niinpä analyyttisten funktioiden f ja g 6= 0 osamäärä
 f /g ei välttämättä ole analyyttinen (esim. tapauksessa, jossa g:llä on
 nollakohtia ja f:llä ei ole).


Muut käsitteet oletetaan tunnetuiksi tai määritellään myöhemmin. (Ha-
 kemisto auttaa lukijaa löytämään käsitteiden määritelmät.)


1.4. Valikoidut tulokset. Tämä aliluku sisältää listan kauneimmista
 tuloksista. Muut tulokset esitetään luvussa 3.


Seuraava tulos on korollaari tämän väitöskirjan parhaimmasta päätu-
 loksesta 3.3.13.


1.4.1. Lause. Olkoon X topologinen avaruus, K ∈ {R,C,H,O} ja R
 kaikkien funktioiden X → K algebran alialgebra, joka sisältää kaikki
 vakiot. Tällöin N on määriteltävissä mallissa RC, jos vähintään yksi
 seuraavista ehdoista pätee.


(1) AlgebraR on kaikkien jatkuvien funktioiden algebran alialgebra,
 joka sisältää paloittain avoimen funktion X →K.


(2) Avaruus X on σ-kompakti ja R on kaikkien jatkuvien funktioi-
 den algebran alialgebra, joka sisältää funktion, jonka kuvajou-
 kolla on sisäpiste.


(3) AlgebraK onRtaiC, jaRsisältää paloittain avoimen funktion
 X →K eikä sisällä kaikkialla rajoittamatonta funktiota.


(4) Algebra R sisältää paloittain avoimen funktion X →Rja funk-
tion, jonka kuvajoukolla on sisäpiste. Lisäksi R ei sisällä kaik-
kialla rajoittamatonta funktiota.



(12)Lisäksi kaksi seuraavaa ekvivalenssitulosta ovat myös päätuloksen 3.3.13
 korollaareja.


1.4.2. Lause. Oletetaan, että avaruusX on
 (1) yhtenäinen ja σ-kompakti,


(2) polkuyhtenäinen tai


(3) yhtenäinen ja lokaalisti yhtenäinen.


Oletetaan lisäksi, että R on kaikkien jatkuvien funktioiden X → R
 renkaan alirengas. Tällöin joukko N on määriteltävissä mallissa RC,
 jos ja vain jos R sisältää funktion, joka ei ole vakio.


1.4.3. Lause. Olkoon X äärellinen yhdiste yhtenäisistä R:n osajou-
 koista, R kaikkien paloittain jatkuvien funktioidenX →Rrenkaan ali-
 rengas. Tällöin joukko N on määriteltävissä mallissa RC, jos ja vain
 jos renkaan R funktioiden kuvajoukkojen alkioiden lukumäärällä ei ole
 äärellistä ylärajaa.


1.5. Aiheen lyhyt historia. Vuonna 1980 Becker, Henson ja Ru-
 bel julkaisivat laajan artikkelin [BHR]. Siinä he mm. määrittelivät
 vakiofunktiojoukot N ja R mallissa hH(G),Constant,+,·,0,1, ii, mis-
 sä H(G) on alueessa G määriteltyjen kaikkien analyyttisten funktioi-
 den rengas. He esittivät kysymyksen: voidaanko C määritellä mallissa
 hH(G),+,·,0,1, ii? Myönteisen vastauksen tähän antoi Taneli Huus-
 konen artikkelissaan [Hu]. Myöhemmin Huuskonen huomasi, että tämä
 kompleksivakioiden joukonCmääriteltävyystulos pätee yleisemmin ns.


siisteissä renkaissa.


Siisti rengas hL,+,·,0,1, ii on alueessa G ⊂ C määriteltyjen ana-
 lyyttisten funktioiden renkaan H(G) alirengas, joka toteuttaa seuraa-
 vat ehdot.


1. Rengas L sisältää kaikki vakiot ja injektion.


2. Jos renkaaseen L kuuluvien funktioiden f ja g 6= 0 osamäärä
 h=f /g on analyyttinen, niin h∈L. (Kts. huom. 1.3.21)
 Huuskonen todisti myös, että luonnollisten vakioiden joukko N on
 määriteltävissä kaikissa siisteissä renkaissa. Myöhemmin yleistin tämän
 tuloksen ja sain seuraavan ekvivalenssituloksen.


1.5.1. Lause. Olkoon R renkaan H(G) alirengas, joka sisältää kaikki
 vakiot. Tällöin N on määriteltävissä mallissa RC, jos ja vain jos R
 sisältää funktion, joka ei ole vakio.


Tutkimus laajeni mm. jatkuvien funktioiden algebroihin, kun rupesin
 yleistämään tätä tulosta.


1.6. Pääperiaate. [Hu2] Tämän väitöskirjan kaikkien tuloksien todis-
tukset perustuvat ideaan, joka voidaan esittää kuvaannollisesti seuraa-
valla tavalla. Kuvitellaan pistemäistä jänistä, joka kuumalla alustalla
lähtee pisteestä 0 ja loikkii reaaliakselia pitkin positiiviseen suuntaan



(13)yksikön pituisin välein: 0,1,2,3, . . . Alustalla on vain yksi viileä pis-
 te. Jos jänis osuu siihen, se voi pysähtyä siihen lepäämään tai jatkaa
 loikkimistaan. Jos viileä piste on luonnollinen luku, on mahdollista,
 että jäniksen loikkien lukumäärä on äärellinen. Jos viileä piste ei ole
 luonnollinen luku, jäniksen on pakko loikkia äärettömän kauan.


Tämä kuvailu oli epätäsmällinen mm. siitä syystä, että jäniksiä voi
 olla useampia. Lisäksi muut jänikset voivat aloittaa loikkimisen mis-
 tä tahansa pisteestä ja jopa loikkia äärettömyydestä äärettömyyteen.


Niinpä siirrymme täsmälliseen käsittelyyn.


1.6.1. Määritelmä (Uusi2). Joukko Aongeneroitu z-pysäytetty jouk-
 ko, jos se toteuttaa seuraavat ehdot.


• 0∈A.


• Jos w∈A ja w6=z, niin w+ 1∈A.


1.6.2. Lemma. Alkio z on luonnollinen luku, jos ja vain jos on ole-
 massa generoitu z-pysäytetty joukko, joka ei sisällä joukkoa N.


Todistus. Jos z ∈ N, niin {0,1,2, . . . , z} on äärellinen generoitu z-
 pysäytetty joukko. Jos z /∈ N, niin jokainen generoitu z-pysäytetty


joukko sisältää joukon N. 


Kannattaa siis tutkia vain näitä kahta tapausta.


(1) Generoitu joukko on {0,1,2, . . . , n} jollakinn ∈N.
 (2) Generoitu joukko sisältää joukon N.


Tapausta 1 kutsutaan äärellisyystapaukseksi ja tapausta 2 äärettö-
 myystapaukseksi.


Jokainen tässä väitöskirjassa oleva joukonNmäärittelykaava koostuu
 kahdesta osasta: alikaavasta, jonka totuus edellyttää erään joukon ole-
 van generoitu joukko, ja alikaavastaϕ, joka tutkii, onko tämä generoitu
 joukko äärellinen vai ei. Äärellisyyden tutkiminen tapahtuu seuraavas-
 ti. Alikaavassaϕesiintyvä muuttujattoteuttaa eräät generoidusta jou-
 kosta ja todistettavasta tuloksesta riippuvat ehdot. Äärellisyystapauk-
 sessa t voi olla tutkittavan algebran alkio, äärettömyystapauksessa ei.


1.6.3. Esimerkki. Ensimmäisessä tuloksessa (3.2.1) tutkittava algebra
 R sisältää vain jatkuvia funktioita. Funktiolle t 6= 0 asetetetaan sel-
 laiset ehdot, että äärettömyystapauksessa t:n nollakohtien joukko on
 määrittelyjoukon tiheä osajoukko. Koska nollasta poikkeavan jatkuvan
 funktion nollakohtien joukko ei voi olla tiheä, t ei ole äärettömyysta-
 pauksessa jatkuva eikä näin ollen voi kuulua algebraan R.


1.6.4. Huomautus. Kaikkien todistuksien juoni ei mene ihan tarkal-
 leen näin, sillä ensimmäisessä päätuloksessa generointi alkaa luvusta 1.


Toisessa ja kolmannessa päätuloksessa generoidaan itse asiassa pareja
 (d0,0),(d1,1),(d2,2), . . ., missäd on jokin sopivasti valittu alkio. Vasta
 neljännen päätuloksen todistus noudattaa tarkalleen tätä juonta.


2Merkintä tarkoittaa sitä, että käsite ei ole peräisin kirjallisuudesta.



(14)2. Esitietoja


Tässä luvussa esitellään logiikkaan, algebraan ja topologiaan liittyviä
 käsitteitä. Erityisesti käydään läpi algebrojen ja topologisten algeb-
 rojen teoriaa.


2.1. Ensimmäisen kertaluvun logiikka. Koska ensimmäisen kerta-
 luvun logiikan käsitteiden täsmällinen määrittely on monimutkaista,
 tyydyn vain kuvailemaan niitä. Tavoitteeni on, että logiikkaa tunte-
 maton lukija ymmärtää suurin piirtein, mitä tässä väitöskirjassa tut-
 kitaan. Tarkemmat määritelmät löytyvät kirjasta [Vää] sivuilta 75-82.


(Näiden käsitteiden käsittely on koko väitöskirjassa epätäsmällisempää
 ja yksinkertaisempaa: esim. tulkintafunktiosta ei puhuta mitään, vaan
 symboleille ja niiden tulkinnoille käytetään samaa merkintää.)


2.1.1. Malli, universumi ja aakkosto. Tarkastellaan kokonaislukujen ryh-
 mää hZ,+ija rengastahZ,+,·i. Nämä ovat esimerkkejä malleista, joil-
 la on sama universumi Z. Niillä on kuitenkin eri aakkosto. Ryhmän
 hZ,+i aakkosto on {+}. Renkaan hZ,+,·i aakkosto on {+,·}. Näillä
 malleilla on suuri ero, kun puhutaan ensimmäisen kertaluvun logiikan
 kaavoista. Esim. x=y·z ei ole ensimmäisen kertaluvun logiikan kaava
 mallin hZ,+iaakkostossa, sillä tämä ei sisällä kertomerkkiä.


Malliin liittyy siis universumi ja aakkosto. Universumi on mikä ta-
 hansa epätyhjä joukko. Aakkosto voi sisältää relaatio-, funktio- tai va-
 kiosymboleita. Esim. renkaan hZ,+,·i aakkosto sisältää vain funktio-
 symbolit + ja ·. Relaatiosymboleita ovat esim. merkit < ja >. Vakio-
 symboleita ovat esim. numerot 0 ja 1. (Tässä yhteydessä sana vakio ei
 tarkoita vakiofunktiota. Vakiosymbolit voivat toki merkitä myös uni-
 versumin alkioina olevia vakiofunktioita.)


2.1.2. Ensimmäisen kertaluvun logiikan kaavat. Logiikassa lausekkei-
 ta kutsutaan termeiksi. Termit saavat sisältää vain aakkostossa olevia
 funktio- ja vakiosymboleita sekä muuttujia ja sulkeita. Esim.1+1,f+1,
 g·f,g·(h+ 1)ja0ovat termejä aakkostossa S:={Constant,+,·,0,1}.


Termeistä muodostetaan atomikaavoja, joita ovat yhtälöt ja relaatio-
 kaavat. Mallin aakkosto määrää, minkälaisia atomikaavat saavat olla.


Esim. aakkostossa Sainoat sallitut atomikaavat ovat muotoat=t0 ole-
 vat yhtälöt ja muotoa Constant(t) olevat relaatiokaavat, missä t ja t0
 ovat termejä aakkostossaS. Atomikaavoista saadaan lisää ensimmäisen
 kertaluvun logiikan kaavoja yhdistelemällä niitä loogisten operaattorei-
 den avulla, käyttämällä negaatiota ja sitomalla muuttujia kvanttoreilla.


2.1.3. Esimerkkejä kaavoista. Ensimmäisen kertaluvun logiikan kaavo-
 ja aakkostossa S ovat esimerkiksi f = 1 + 1, f =g·h, ∃h(f = g·h),


¬f = 1 + 1∧ ∃h(f = g ·h) ja Constant(α). Sen sijaan f = 2, α ∈ K
ja f =gh eivät ole ensimmäisen kertaluvun logiikan kaavoja tässä aak-
kostossa.



(15)2.1.4. Lyhenteiden käyttö. Tässä väitöskirjassa todistetaan, että on ole-
 massa tietynlaisia ensimmäisen kertaluvun logiikan kaavoja aakkostos-
 sa S. Näitä kaavoja ja niiden osia ei yleensä esitetä sellaisenaan vaan
 lyhennettyinä. Esim. f = 1 + 1 ja Constant(α) lyhennetään kaavoiksi
 f = 2 ja α ∈K.


2.1.5. Mitä ensimmäinen kertaluku tarkoittaa? Ensimmäisen kertalu-
 vun logiikassa kaikki vakio- ja muuttujasymbolit tulkitaan universumin
 alkioiksi: muuttujien paikalle ei siis sijoiteta relaatioita eikä universu-
 min osajoukkoja. Sen sijaan toisen kertaluvun logiikan kaavat voivat
 sisältää relaatiomuuttujia.


2.1.6. Määriteltävyys. Tarkastellaan väitettä ”Luonnollinen luku n on
 parillinen.” Tämä väite voidaan ilmaista ensimmäisen kertaluvun logii-
 kan kaavalla ∃m(m +m = n) mallissa hN,+i. Sanomme, että paril-
 listen lukujen joukko on määriteltävissä mallissa hN,+i. Täsmällinen
 määriteltävyyden määritelmä esitetään kohdassa 2.2.5.


2.1.7. Vapaat ja sidotut muuttujat. Muuttujia, joita ei ole kvanttoreil-
 la sidottu, sanotaan vapaiksi muuttujiksi. Muuttujia, jotka eivät ole
 vapaita, sanotaan sidotuiksi. Esim. kaavassa∀x∃y(y·u=x+t)muut-
 tujatt ja uovat vapaita,xja ysidottuja. Vapaita muuttujia tarvitaan
 mm. silloin, kun halutaan määritellä relaatioita.


2.2. Logiikkaan liittyviä määritelmiä. Tässä aliluvussa selitetään
 merkin |= merkitys ja määritellään käsite ’määriteltävissä’.


2.2.1. Merkintä. Olkoon M malli, M0 sen universumi, a1, a2, . . . , an
 universumin M0 alkioita, ϕ(x1, x2, . . . , xn) ensimmäisen kertaluvun lo-
 giikan kaava mallin M aakkostossa, (x1, x2, . . . , xn) kaavan ϕ kaikkien
 vapaiden muuttujien jono ja (y1, y2, . . . , ym) sidottujen muuttujien jo-
 no. Merkintä M |= ϕ(a1, a2, . . . , an) tarkoittaa väitettä, joka saadaan,
 kun kaavan ϕ jokainen vapaa muuttuja xj korvataan universumin M0
 alkiolla aj ja jokainen merkintä ∃yk korvataan ilmaisulla ”on olemassa
 sellainen yk ∈ M0, että” ja jokainen merkintä ∀yl korvataan ilmaisulla


”kaikilla yl ∈M0 pätee”.


2.2.2. Huomautus. Olennaisinta edellisessä kohdassa (2.2.1) on, että
 muuttujat tulkitaan universumin alkioiksi.


2.2.3. Huomautus. Kohdassa 2.2.1 esitetty merkin |= selitys on epä-
 täsmällinen ja yksinkertaistettu versio Tarskin totuusmääritelmästä.


Täsmällinen versio löytyy kirjasta [Vää] sivuilta 53 ja 80-81.


2.2.4. Huomautus. Ilmaisu M |=ϕ(a1, a2, . . . , an) luetaan:


väite ϕ(a1, a2, . . . , an)pätee mallissa M.


2.2.5. Määritelmä. Olkoon M malli ja M0 sen universumi. Joukko
A onmääriteltävissä mallissaM, jos se voidaan esittää muodossa A=



(16){a ∈ M0 | M |= ϕ(a)}, missä ϕ(x) on jokin ensimmäisen kertaluvun
 logiikan kaava mallissa M.


2.3. Algebrat. Tässä aliluvussa määritellään moduulit, algebrat, vek-
 toriavaruudet ja niihin liittyviä käsitteitä.


Käsitteistä rengas ja kunta käytetään usein kahdenlaisia määritel-
 miä. Toisissa määritelmissä rengas on aina ykkösellinen, toisissa ei. Li-
 säksi joissakin määritelmissä kunta on aina vaihdannainen, joissakin ei.


Tässä väitöskirjassa käytetään kirjan [MN] määritelmiä, joiden mukaan
 renkaat ovat ykkösellisiä ja kunnat vaihdannaisia.


2.3.1. Määritelmä. Olkoon A rengas. Abelin ryhmäE varustettuna
 kertolaskulla A×E → E : (a, x) 7→ ax on A-moduuli, jos seuraavat
 ehdot pätevät kaikilla a, b∈A ja x, y ∈E.


(1) a(x+y) =ax+ay
 (2) (a+b)x=ax+bx
 (3) (ab)x=a(bx)
 (4) 1·x=x


Jos rengas A on kunta, A-moduuli E on A-vektoriavaruus.


2.3.2. Määritelmä. Oletetaan, että A on rengas ja E ja F ovat A-
 moduuleja. Kuvaus f : E → F on A-lineaarikuvaus, jos seuraavat
 ehdot pätevät kaikilla a∈A ja x, y ∈E.


(1) f(x+y) = f(x) +f(y)
 (2) f(ax) =af(x)


2.3.3. Määritelmä. Olkoon J joukko ja (A,+)additiivinen monoidi.


Perhe (aj)j∈J ∈AJ on äärelliskantajainen, jos joukko {j ∈J |aj 6= 0}


on äärellinen.


Oletetaan sitten, ettäAon rengas. Perhe(ej)j∈J ∈EJ onA-moduulin
 E kanta, jos jokaistax∈E kohti on olemassa täsmälleen yksi sellainen
 äärelliskantajainen perhe (aj)j∈J, että


x=X


j∈J


ajej.


Oletetaan, että A on kunta jaE on A-vektoriavaruus. Tällöin E:llä
 on kanta ja E:n kannat ovat yhtämahtavat. [Lö] Näin ollen voimme
 asettaa seuraavan määritelmän.


2.3.4. Määritelmä. Vektoriavaruudendimensio on sen kannan mah-
 tavuus. Vektoriavaruus on äärellisulotteinen, jos sen kanta on äärelli-
 nen, muuten ääretönulotteinen.


2.3.5. Määritelmä. OlkoonArengas.A-moduuliE varustettuna las-
 kutoimituksella f :E×E →E : (x, y)7→xy onA-algebra, jos seuraa-
 vat ehdot pätevät kaikilla a ∈A,x, y, z ∈E.


(1) x(y+z) =xy+xz
(2) (x+y)z=xz+yz



(17)(3) a(xy) = (ax)y=x(ay)


Laskutoimitusta f sanotaan A-algebran E kertolaskuksi. Rengasta A
 sanotaan E:nkerroinrenkaaksi.A-algebra E onykkösellinen, jos se si-
 sältää kertolaskun neutraalialkion 16= 0.A-algebra E on liitännäinen,
 jos sen kertolasku on liitännäinen. A-algebra E onvaihdannainen, jos
 sen kertolasku on vaihdannainen.


2.3.6. Huomautus. Ellei kerroinrengasta haluta korostaa tai se on asiayh-
 teydestä tunnettu, jätetään se pois ja käytetään termiä algebra. Näin
 tehdään varsinkin siinä tapauksessa, että kyseessä on kaikki vakiot si-
 sältävä funktioalgebra. Lisäksi kerroinrenkaaksi voidaan aina valita Z.
 Niinpä asetamme seuraavan sopimuksen.


2.3.7. Sopimus. Ellei kerroinrengas ole asiayhteydessä tunnettu, jo-
 kainen kaikki vakiot sisältävä funktioalgebra tulkitaan Z-algebraksi.


Tällä sopimuksella on merkitystä alialgebrojen kannalta: tällaisten funk-
 tioalgebrojen alialgebrat ovat Z-alialgebroja. (Kts. määritelmä 2.3.9).


Vaikka tietäisimmekin kaikki A-algebran alkiot, emme tiedä, mikä on
 sen alialgebrojen kokoelma, jos emme tunne kerroinrengasta A.


2.3.8. Huomautus. Algebrallinen struktuuri (E,+,·) on rengas, jos ja
 vain jos se on ykkösellinen liitännäinen Z-algebra. Lisäksi algebran ei
 tarvitse olla liitännäinen (eikä ykkösellinen). Tässä väitöskirjassa käy-
 tetään käsitettä algebra (Z-algebra) käsitteen rengas yleistyksenä.


2.3.9. Määritelmä. Olkoon A rengas ja C sen alirengas. Joukko E
 on A-algebran F C-alialgebra, jos se toteuttaa seuraavat ehdot.


• Ryhmä (E,+) on ryhmän (F,+) aliryhmä.


• Kaikilla a∈C, x∈E päteeax ∈E.


• Kaikilla x, y ∈E pätee xy∈E.


Joukko E onA-algebran F alialgebra, josE on F:nA-alialgebra.


2.3.10. Määritelmä. OlkoonA rengas ja olkoot E jaF A-algebroja.


Bijektiivinen A-lineaarikuvaus f : E → F on A-algebrojen E ja F
 välinen isomorfismi, jos kaikilla x, y ∈ E pätee f(xy) = f(x)f(y). A-
 algebra E on A-algebran F kanssa isomorfinen, jos niiden välillä on
 jokin isomorfismi.


2.3.11. Huomautus. Jos kaksi eri algebraa ovat keskenään isomorfiset,
 niillä on samat algebralliset ominaisuudet. Näin ollen ne usein samaste-
 taan keskenään. Tässä väitöskirjassa niitä ei pidä samastaa, kun olem-
 me kiinnostuneita ominaisuuksista, jotka eivät säily isomorfismeissa.


(Tällaisia ovat esim. topologiset ominaisuudet.)


2.3.12. Määritelmä. Olkoon A rengas. A-algebran E kanta on A-
moduulin E kanta. A-algebra E onvapaa, jos sillä on kanta.



(18)2.3.13. Huomautus. Jos A-algebra E on vapaa, C onA:n alirengas ja
 1E algebran E kertolaskun neutraalialkio, niin


C0 :={c1E |c∈C}


onE:nZ-alialgebra, joka on isomorfinenC:n kanssa. LisäksiC voidaan
 varustaa E:n aliavaruudenC0 normilla tai topologialla. Näin ollen voi-
 daan tehdä samastus C=C0.


2.3.14. Määritelmä. Olkoon A rengas ja E A-algebra. Joukko U ⊂
 E virittää E:n alialgebran F, jos F on pienin E:n alialgebra, joka
 sisältää joukon U. Oletetaan lisäksi, että E on ykkösellinen. Joukko
 U ⊂ E virittää E:n ykkösellisen alialgebran F, jos F on pienin E:n
 ykkösellinen alialgebra, joka sisältää joukon U.


2.3.15. Määritelmä. Olkoon A kunta. A-algebra on äärellisulottei-
 nen, jos se on A-vektoriavaruutena äärellisulotteinen, muutenääretön-
 ulotteinen.


2.3.16. Määritelmä. Olkoon n ∈N+, J ={1,2,3, . . . , n} ja
 δj,k =


 0, kunj 6=k.


1, kunj =k.


Äärellisulotteisen R-vektoriavaruudenRn standardikanta on
 (e1, e2, e3, . . . , en),


missä ej = (δj,k)k∈J.


2.4. Vapaat algebrat ja kertotaulu. Tässä aliluvussa osoitetaan,
 että jokainen vapaa algebra voidaan määritellä kertotaulun avulla ja
 että jokainen kertotaulu määrittelee vapaan algebran.


Olkoon A rengas, E vapaa A-algebra, J joukko ja (ej)j∈J algebran
 E kanta. Olkoot a ja b algebran E alkioita. Koska E on vapaa, alkiot
 a ja b voidaan esittää muodossa


a=X


j∈J


ajej ja b =X


k∈J


bkek,


missä perheet (aj)j∈J ja (bj)j∈J ovat äärelliskantajaisia.


Alkioiden a ja b tulo on


(2.4.1) ab= X


j∈J


ajej


!  
 X


k∈J


bkek


!


= X


j,k∈J


ajbkejek.


Olkoon D={ej |j ∈J}. Kertolaskun rajoittumaa
 D×D→E : (ej, ek)7→ejek


sanotaan E:n kertotauluksi. Jos tunnemme renkaan A ja vapaan A-
algebran E, yhtälön 2.4.1 perusteella voimme määritellä sen kertotau-
lun avulla. Saman yhtälön perusteella jokainen kertotaulu määrittelee
jonkin vapaan A-algebran.



(19)Jos algebra E on äärellisulotteinen, voimme esittää kertotaulun ää-
 rellisenä matriisina. Esim. kompleksilukujen R-algebranC kertotaulun
 voimme esittää seuraavalla tavalla.


· 1 i
 1 1 i
 i i −1


Toiseksi esimerkiksi annetaan ristitulolla varustetun R-algebran R3
 kertotaulu.


× i j k


i 0 k −j


j −k 0 i


k j −i 0


Esim. i×j =k.


2.5. Kvaterniot. Tärkeä esimerkki algebroista on kvaternioiden R-
 algebra H. Kvaterniot ovat muotoa


a+bi+cj+dk,


missä a, b, c, d ∈ R. Jono (1, i, j, k) on R-algebran H standardikanta.


Sillä on seuraava kertotaulu.


· 1 i j k


1 1 i j k


i i −1 k −j


j j −k −1 i


k k j −i −1


Kvaternioiden kertolasku on liitännäinen mutta ei vaihdannainen.


2.6. Laskutoimituksiin liittyviä määritelmiä. Tässä aliluvussa ker-
 rotaan, mitä algebran osajoukkojen välisillä laskutoimituksella sekä
 alkion ja osajoukon välisellä laskutoimituksella tarkoitetaan. Lisäksi
 määritellään potenssit ja monen alkion tulot.


2.6.1. Määritelmä. Oletetaan, että E on A-algebra ja että C ja D
 ovat E:n osajoukkoja. JoukkojenC ja Dväliset laskutoimitukset mää-
 ritellään seuraavasti:


C+D = {c+d |c∈C ja d∈D}


C−D = {c−d|c∈C ja d∈D}


CD = {cd|c∈C ja d∈D}


Olkoon > ∈ {+,−,·} ja c∈E. Alkion c ja joukon D ⊂E laskutoi-
 mitukset määritellään seuraavasti:


c>D={c}>D ja D>c=D>{c}.


Seuraava määritelmä koskee vain alkioiden välisiä tuloja ja potens-
seja. Sitä tarvitaan erityisesti sen takia, että kertolasku ei välttämättä
ole liitännäinen.



(20)2.6.2. Määritelmä. Olkoon n ∈ N+ positiivinen luonnollinen luku,
 A rengas, E A-algebra sekä z1, z2, z3, . . . , zn ja z algebran E alkioita.


Tulot määritellään seuraavasti:


n


Y


j=1


zj =


( z1, kunn = 1.


Qn−1
 j=1 zj





zn, kun n∈N\ {0,1}.


Potenssit määritellään seuraavalla tavalla:


zn=


 z, kunn= 1.


zn−1z, kun n∈N\ {0,1}.


Jos A-algebra E on ykkösellinen, niin määritellään:


0


Y


j=1


zj = 1 ja z0 = 1.


2.7. Potenssiliitännäiset algebrat. Tässä aliluvussa määritellään kä-
 site ”potenssiliitännäinen algebra”, annetaan esimerkkejä ja näytetään,
 miten polynomilausekkeiden avulla voidaan käsitellä potenssiliitännäi-
 siä algebroja.


2.7.1. Määritelmä. OlkoonA rengas. A-algebra E onpotenssiliitän-
 näinen, jos se toteuttaa ehdon


zmzn =zm+n
 kaikilla z ∈E, m, n∈N+.


2.7.2. Esimerkki. Kaikki liitännäiset algebrat, ristitulolla varustettu
 R-algebra R3 ja aliluvussa 2.13 määriteltävä oktonioiden R-algebra O
 ovat potenssiliitännäisiä.


On olemassa algebroja, jotka eivät ole potenssiliitännäisiä.


2.7.3. Esimerkki. Olkoon E kaksiulotteinen R-algebra, jonka stan-
 dardikanta on (j, k) ja kertotaulu on seuraavanlainen.


· j k
 j k j
 k k j
 Tällöin E ei ole potenssiliitännäinen, sillä


j2j =kj =k 6=j =jk =jj2.


2.7.4. Huomautus. Olkoon A rengas. Potenssiliitännäisen A-algebran
 E alkion w virittämän ykkösellisen alialgebran alkio voidaan esittää
 polynomilausekkeena


n


X


k=0


akwk,


missä n ∈N ja ak ∈A kaikilla k ∈ {0,1,2, . . . , n}. Esim.


(w(w2+ 2w))(3w(ww)) + (ww+w)w= 3w6+ 6w5+w3+w2.



(21)Väite voidaan todistaa induktiolla lausekkeen rakenteen suhteen.


2.7.5. Määritelmä. Olkoon A rengas. Ykkösellinen A-algebra E on
 neliöllinen, jos jokaista x∈E kohti on olemassa sellaiset a, b∈A, että
 yhtälö


x2 =ax+b
 pätee.


2.7.6. Huomautus. Induktiolla on helppo todistaa, että kaikki neliölliset
 algebrat ovat potenssiliitännäisiä.


2.8. Kääntyvät alkiot. Tässä aliluvussa määritellään kääntyvyyteen
 liittyviä käsitteitä.


2.8.1. Määritelmä. Alkio a ∈ E on algebran E kääntyvä alkio, jos
 yhtälöllä aw= 1 on olemassa ratkaisu w∈E.


2.8.2. Huomautus. Usein edellä määriteltyä käsitettä ’kääntyvä’ kutsu-
 taan oikealta kääntyväksi (ja yhtälön wa = 1 avulla muodostettavaa
 vastaavaa käsitettä vasemmalta kääntyväksi). Tässä väitöskirjassa käy-
 tetään lyhyempää nimeä.


2.8.3. Määritelmä (Uusi). Oletetaan, että e onA-algebran E alkio.


Alkio a∈E onE:ne-kääntyvä alkio, jos yhtälöllä aw=eon olemassa
 ratkaisu w∈E.


2.8.4. Merkintä. AlgebranE kääntyvien alkioiden joukkoa merkitään
 symbolilla E∗ ja e-kääntyvien alkioiden joukkoa symbolilla Ee∗.


2.8.5. Määritelmä (Uusi). Olkoon R ykkösellinen funktioalgebra.


Funktio f ∈ R on yleiskääntyvä, jos on olemassa sellainen funktio
 g ∈R, että f g= 1 tai gf = 1 pätee.


2.9. Tulon nollasääntö. Tässä aliluvussa määritellään tulon nolla-
 sääntö ja selitetään, miten tärkeä se on tämän väitöskirjan kannalta.


2.9.1. Määritelmä. Olkoon A rengas. Sanomme, että A-algebra E
 toteuttaa tulon nollasäännön, jos kaikilla w, z ∈E pätee


wz = 0, jos ja vain jos w= 0 tai z = 0.


Tulon nollasäännöllä on tässä väitöskirjassa ratkaiseva merkitys. Sitä
 nimittäin käytetään ainakin kolmessa kohdassa: lemmoissa 4.3.2, 4.4.1
 ja 6.2.1. Lisäksi se on yhtäpitävä yhtälöiden


aw=b ja za =b


ratkaisujen w ∈ E ja z ∈ E yksikäsitteisyyden kanssa, missä a ∈
 E\ {0}, b∈E. (Kts. lauseen 2.11.2 todistus.)


2.9.2. Huomautus. Näiden ratkaisujen ei välttämättä tarvitse olla sa-
moja eikä edes olemassa. Olennaista on, että kummallakin em. yhtälöllä
on enintään yksi ratkaisu.
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 z eivät välttämättä ole samoja, sovimme, että b/a tarkoittaa yhtälön
 aw =b yksikäsitteistä ratkaisua.


2.9.4. Huomautus. JosE onR-algebra ja a:n virittämä E:n alialgebra
 on R:n tai C:n kanssa isomorfinen, niin yhtälöiden aw = 1 ja za = 1
 ratkaisut w ja z ovat samoja.


2.10. Esimerkkejä reaalikertoimisista tulon nollasäännön to-
 teuttavista algebroista. On olemassa sekä äärellis- että ääretön-
 ulotteisia tulon nollasäännön toteuttaviaR-algebroja. Äärellisulotteisia
 ovat esim. R, C, H ja myöhemmin määriteltävä O. Ääretönulotteisia
 ovat esim. seuraavassa kohdassa määriteltävien ns. reaalianalyyttisten
 funktioidenR-algebran alialgebrat, jotka sisältävät kaikki vakiot ja jon-
 kin muun funktion. (Tällaisten alialgebrojen ääretönulotteisuus seuraa
 lauseesta 2.11.2.)


2.10.1. Määritelmä. Funktio f : R → R on reaalianalyyttinen, jos
 jokaista a∈R kohti on olemassa reaalikertoiminen potenssisarja


∞


X


k=0


ck(x−a)k,


joka suppenee tasaisesti kohti funktiotaf jollakina:n sisältävällä avoi-
 mella välillä.


2.10.2. Lemma. Reaalianalyyttisten funktioiden renkaan alirengas K
 toteuttaa tulon nollasäännön.


Todistus. Tehdään vastaoletus: tulon nollasääntö ei päde renkaassaK.
 Tällöin on olemassa sellaiset f, g ∈ K\ {0R}, että f g = 0R. Koska f
 on jatkuva, niin f:n nollakohdat muodostavat suljetun joukon. Tästä
 seuraa, että g:n nollakohtien joukko A sisältää välin. Näin ollen A:n
 jokin komponentti on [a, b], [a,∞] tai [−∞, a] joillakin a, b ∈ R. Voi-
 daan olettaa, että tämä komponentti on [a, b] tai [a,−∞]. Koska A
 on suljettu, niin on olemassa sellainen c ∈ R, että g(x) 6= 0 kaikilla
 x ∈ ]a−c, a[ ja että g(x) = 0 kaikilla x ∈ ]a, a+c[. Niinpä pisteen a
 missään ympäristössä funktiota g ei voi esittää potenssisarjana. Tästä


seuraa ristiriita. Siten väitös on tosi. 


2.10.3. Korollaari. Reaalianalyyttisten funktioiden R-algebran alial-
 gebra toteuttaa tulon nollasäännön.


Seuraavat kolme alilukua käsittelevät äärellisulotteisia R-algebroja.


2.11. Jakoalgebrat. Tässä väitöskirjassa jakoalgebrat määritellään seu-
 raavalla harvinaisella tavalla.


2.11.1. Määritelmä. Reaalikertoiminen R-algebra E 6= {0} on ja-
koalgebra, jos se on äärellisulotteinen ja toteuttaa tulon nollasäännön.
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2.11.2. Lause. Äärellisulotteinen R-algebra E 6= {0} on jakoalgebra,
 jos ja vain jos yhtälöillä


aw=b ja za=b


on yksikäsitteiset ratkaisut w, z ∈E kaikilla a∈E\ {0}, b∈E.


Todistus. Viite [Li, luku 0, sivu 2]. Em. yhtälöiden ratkaisujen olemas-
 saolo ja yksikäsitteisyys on yhtäpitävää sen kanssa, että R-lineaariku-
 vaukset


fa :E →E :z 7→az ja ga:E →E :z 7→za


ovat bijektioita kaikilla a ∈ E \ {0}. Näin ollen ne ovat myös injek-
 tioita. Niiden injektiivisyys on yhtäpitävää tulon nollasäännön kans-
 sa. Koska E on äärellisulotteinen ja koska injektiivisissä R-lineaariku-
 vauksissa äärellisen kannan alkioiden kuvat muodostavat kannan, niin
 R-lineaarikuvaustenfa jaga injektiivisyydestä seuraa niiden bijektiivi-


syys. Siten väitös on tosi. 


2.11.3. Huomautus. Yleensä jakoalgebrat määritellään seuraavalla ta-
 valla. Reaalikertoiminen algebra E 6={0}on jakoalgebra, jos yhtälöillä


aw=b ja za =b


on yksikäsitteiset ratkaisut w, z ∈ E kaikilla a ∈ E\ {0}, b ∈ E. Jos
 tähän määritelmään lisätään oletusE:n äärellisulotteisuudesta, lauseen
 2.11.2 nojalla saadaan määritelmä, joka on yhtäpitävä määritelmän
 2.11.1 kanssa.


Jakoalgebrojen dimensiot ovat 1, 2, 4 ja 8. [BM] Lisäksi ainoat lii-
 tännäiset jakoalgebrat ovat isomorfisia R:n,C:n ja H:n kanssa. [Fr] tai
 [Co, korollaari 4.2, sivu 281] Tulon nollasääntö on siis vahva ehto ää-
 rellisulotteisille R-algebroille.


2.12. Potenssiliitännäiset jakoalgebrat. Potenssiliitännäiset jakoal-
 gebrat ovat ykkösellisiä.[Di, Lemma 5.3] Lisäksi jokainen yhden alkion
 virittämä potenssiliitännäisen jakoalgebran alialgebra on isomorfinen
 R:n tai C:n kanssa. (Kts. lemma 7.3.2.) Näin ollen jakoalgebra on po-
 tenssiliitännäinen, jos ja vain jos se on neliöllinen. (Kts. huom. 2.7.6.)
 Potenssiliitännäisiä jakoalgebroja käsittelevissä lähteissä [Di2], [DÖ],
 [DR] ja [Li] käytetään sanaa ’quadratic’ (neliöllinen). Ainoat yksi- ja
 kaksiulotteiset potenssiliitännäiset jakoalgebrat ovat isomorfisia R:n ja
 C:n kanssa. Neli- ja kahdeksanulotteisilla potenssiliitännäisillä jakoal-
 gebroilla on sen sijaan ylinumeroituva määrä isomorfialuokkia.[Di3] Ne-
 liulotteiset potenssiliitännäiset jakoalgebrat on luokiteltu lähteissä [Di]


ja [DÖ]. Kahdeksanulotteisten potenssiliitännäisten jakoalgebrojen luo-
 kittelu on avoin ongelma. [Di3] Sitäkin on tutkittu lähteissä [Di2], [DL]


ja [DR]. Lisäksi lähteessä [DR] mainitut viitteet [3]-[9] ovat tämän on-
gelman kannalta relevantteja. [Di3]



(24)2.13. Oktoniot. Mielenkiintoinen esimerkki epäliitännäisistä potens-
 siliitännäisistä jakoalgebroista on kahdeksanulotteinen oktonioiden al-
 gebra O. Oktoniot ovat muotoa


a0+a1e1+a2e2+a3e3 +a4e4+a5e5+a6e6+a7e7,


missä a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 ∈ R. Jono (1, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7) on
 R-algebran O standardikanta. Sillä on seuraava kertotaulu.


· 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
 1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7


e1 e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3


e2 e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6
 e3 e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1
 e4 e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5
 e5 e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4
 e6 e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2
 e7 e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1


Oktonioiden algebralla on mm. seuraava mielenkiintoinen ominai-
 suus: se on isomorfiaa vaille ainoa epäliitännäinen jakoalgebra, jossa
 kahden mielivaltaisen alkion virittämä alialgebra on liitännäinen. [Zo]


Tästä ominaisuudesta seuraa potenssiliitännäisyys. Muista mielenkiin-
 toisista ominaisuuksista on kirjoitettu mm. lähteissä [Ba] ja [KR].


2.14. Polynomirenkaat. Olkoon A rengas ja x = (0,1,0,0,0, . . .).


Polynomirengas A[x] on määritelty kirjassa [My] sivulla 107. Muita
 polynomirenkaisiin liittyviä käsitteitä on määritelty kirjan [My] luvus-
 sa VI sivuilla 106-120. Polynomi eli polynomirenkaan alkio on eri asia
 kuin polynomifunktio. Tässä väitöskirjassa polynomit ovat osoittautu-
 neet käyttökelpoiseksi. Niillä on nimittäin helppo käsitellä potenssilii-
 tännäisiä algebroja. (Kts. huom. 2.7.4.)


2.14.1. Sopimus. Kun jatkossa käsitellään polynomirengastaA[x]tai
 renkaan A[x] alkioita, niin oletetaan erikseen mainitsematta, että


x= (0,1,0,0,0, . . .).


2.14.2. Lemma. Olkoon A rengas. Tällöin myös A[x] on rengas.


Todistus. Viite [My, lause 6.1.1, sivu 107]. 


2.14.3. Määritelmä. OlkoonArengas,E ykkösellinen potenssiliitän-
 näinen A-algebra, w∈E, m∈N ja


Ω =


m


X


k=0


akxk


polynomirenkaan A[x]alkio. Sijoitushomomorfismi
fw :A[x]→E : Ω7→Ω(w)



(25)määritellään yhtälöllä


fw(Ω) = Ω(w) =


m


X


k=0


akwk.


2.15. Jaollisuus. Ellei toisin mainita, tässä aliluvussa Aon rengas ja
 E ykkösellinen potenssiliitännäinen tulon nollasäännön toteuttava A-
 algebra. Oletetaan lisäksi, että A1E on isomorfinen A:n kanssa. Tällöin
 voimme samastaa A=A1E.


Algebran E kertolasku ei välttämättä ole liitännäinen. Niinpä mää-
 rittelemme käsitteen ’jakaa’ seuraavalla tavalla.


2.15.1. Määritelmä. Oletetaan, että R onZ-algebra ja a, b∈R. Jos
 on olemassa sellaiset w, z ∈ R, että (wa)z = b, niin sanomme, että a
 jakaa b:n (algebrassa R).


Vaikka E:n kertolasku ei aina ole liitännäinen, se joka tapauksessa
 toteuttaa liitännäisyysyhtälön


n


Y


k=1


(w−ak) =


  m−1
 Y


k=1


(w−ak)


!


(w−am)


!   n
 Y


k=m+1


(w−ak)


!


kun w∈E jaak∈A kaikillak ∈ {1,2, . . . , n}. Tämä todistetaan lem-
 massa 2.15.7. Tämä ominaisuus ja tulon nollasääntö ovat erittäin tär-
 keitä luvuissa 5-7 todistettavien tuloksien kannalta. Niillä on nimittäin
 seuraavat tärkeät seuraukset.


(1) Funktiot (f−α1),(f −α2), . . . ,(f−αn) jakavat funktion


n


Y


k=1


(f−αk),


kun funktion f maalijoukko on E ja α1, α2, . . . , αn ∈A. Tämä
 pätee myös silloin, kunE on liitännäinen jaα1, α2, . . . , αn ∈E.


(2) Josα1, α2, . . . , αn ∈E jaβ ∈E\ {α1, α2, . . . , αn}, niin funktion
 f −β mikään nollakohta ei ole funktion


n


Y


m=1


(f −αm)
 nollakohta.


(3) Jos funktion f : X → E jokin nollakohta ei ole funktion g :
 X →E nollakohta, niin f ei jaa funktiotag.


Seuraava korollaari on näiden ominaisuuksien seuraus.


2.15.2. Korollaari. Olkoon funktionf maalijoukkoE,α1, α2, . . . , αn∈
 A ja β ∈E. Oletetaan lisäksi, että funktiolla f−β on nollakohta. Täl-
 löin f −β jakaa funktion


n


Y


m=1


(f−αm),



(26)jos ja vain jos β ∈ {α1, α2, . . . , αn}.


2.15.3. Huomautus. Tämä pätee myös silloin, kunE on liitännäinen ja
 α1, α2, . . . , αn ∈E.


Seuraavaksi todistetaan em. liitännäisyysyhtälö.


2.15.4. Lemma. Olkoon R rengas ja p1, p2, p3, . . . , pn ∈R. Tällöin


m


Y


k=1


pk


n


Y


k=m+1


pk =


n


Y


k=1


pk.


Todistus. Induktio n:n suhteen. 


2.15.5. Lemma. Olkoon w ∈ E ja olkoot Ω1,Ω2,Ω3 ∈ A[x] sellaisia
 A-kertoimisia polynomeja, että Ω1Ω2 = Ω3. Tällöin Ω1(w)Ω2(w) =
 Ω3(w).


Todistus. Olkoona0, a1, a2, . . . , am, b0, b1, b2. . . , bn∈A,
 Ω1 =


m


X


j=0


ajxj ja


Ω2 =


n


X


k=0


bkxk.


Tällöin


Ω3 =


m


X


j=0
 n


X


k=0


ajbkxj+k.


Lisäksi


Ω1(w)Ω2(w) =


m


X


j=0
 n


X


k=0


ajwjbkwk=


m


X


j=0
 n


X


k=0


ajbkwj+k,


sillä E on potenssiliitännäinen. Tästä seuraa väite. 


2.15.6. Korollaari. Oletetaan, että w∈E ja että polynomi Ω2 jakaa
 polynomin Ω3 renkaassa A[x]. Tällöin E:n alkio Ω2(w) jakaa alkion
 Ω3(w) algebrassa E.



 2.15.7. Lemma. Yhtälö


n


Y


k=1


(w−ak) =


m


Y


k=1


(w−ak)


!   n
 Y


k=m+1


(w−ak)


!


pätee, kun w∈E ja ak ∈A kaikilla k ∈ {1,2, . . . , n}.



(27)Todistus. Olkoot


Ω1 =


m


Y


k=1


(x−ak),


Ω2 =


n


Y


k=m+1


(x−ak) ja


Ω3 =


n


Y


k=1


(x−ak)


polynomirenkaan A[x]alkioita. Lemmoista 2.15.4 ja 2.14.2 seuraa, että
 Ω3 = Ω1Ω2.


Tästä ja lemmasta 2.15.5 seuraa väite. 


2.15.8. Korollaari. Olkoon a1, a2, a3, . . . , an renkaan A alkioita, v
 funktio X →E ja


t(z) =


n


Y


k=1


(v(z)−ak).


Tällöin v−ak jakaa funktion t kaikilla k∈ {1,2,3, . . . , n}.


Todistus. Väite seuraa lemmasta 2.15.7. 


2.15.9. Huomautus. Jatkossa funktioalgebrojen maalijoukkona on jon-
 kin vapaan algebran ykkösellinen alialgebra. Tällaisissa algebroissa ker-
 roinrengasAon isomorfinen renkaanA1E kanssa, joten voidaan samas-
 taa A = A1E. Näin ollen tämän aliluvun lemmoihin ja korollaareihin
 voidaan viitata erikseen mainitsematta tästä samastuksesta.


2.16. Topologiaa. Tässä väitöskirjassa on paljon topologisia määri-
 telmiä. Eräät niistä esitettiin jo johdannossa ja eräät esitetään siellä,
 missä niitä eniten tarvitaan. Tässä aliluvussa esitetään sellaisten käsit-
 teiden määritelmiä, joita tarvitaan useissa aliluvuissa.


2.16.1. Määritelmä. Joukko U0 ⊂X onx:n punkteerattu ympäristö,
 jos se on x:n jonkin ympäristön U ja yksiön {x} erotus U\ {x}.


2.16.2. Määritelmä. Olkoon X topologinen avaruus ja A ⊂ X sen
 osajoukko. Piste x ∈ A on joukon A eristetty piste, jos sen jonkin
 punkteeratun ympäristön U ja joukon A leikkaus U∩A on tyhjä.


2.16.3. Määritelmä. Topologisen avaruuden osajoukko on perfekti,
 jos se ei sisällä yhtään eristettyä pistettä.


2.16.4. Määritelmä. Joukko W on topologisen avaruuden X tiheä
osajoukko, jos jokainen X:n epätyhjä avoin osajoukko leikkaa joukkoa
W.



(28)2.16.5. Määritelmä (Uusi). Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia.


Funktio f :X →Y onalkutiheä, jos avaruuden Y jokaisen tiheän osa-
 joukon W alkukuva f−1[W] onX:n tiheä osajoukko. Funktio f :X →
 Y on osittain alkutiheä, jos rajoittuma f|U on alkutiheä jollakin X:n
 epätyhjällä avoimella osajoukolla U. Vastaavalla tavalla määritellään
 käsite osittain avoin.


2.16.6. Esimerkki. Peanon käyrä ja kaikki paloittain avoimet funktiot
 ovat alkutiheitä. (Peanon käyrän määritelmä löytyy lähteestä [Ge, sivut
 132-133] ja sen alkutiheys todistetaan lemmassa 4.6.3.)


2.16.7. Huomautus. Funktio on alkutiheä, jos ja vain jos se kuvaa epä-
 tyhjät avoimet joukot sisäpisteellisille joukoille.


2.16.8. Huomautus. Jatkuva reaalifunktio R→ R on alkutiheä, jos ja
 vain jos se ei ole vakio millään välillä.


2.16.9. Merkintä. Joukon A sulkeumaa merkitään symbolilla A ja
 reunaa merkinnällä ∂A.


2.16.10. Määritelmä. OlkoonX topologinen avaruus. JoukkoA ⊂X
 onlaiha, jos se on numeroituva yhdiste harvoista osajoukoista. Avaruus
 X on laiha, jos se on itsensä laiha osajoukko.


Seuraavaksi esitetään lemma, jota käytetään tämän kirjan useissa
 kohdissa viittaamatta siihen.


2.16.11. Lemma. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Funktio f :
 X → Y on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon U ⊂ Y
 alkukuva f−1[U] on avoin.


Todistus. Viite [SV, Lauseen 15.2 kohdat a ja d, sivu 101]. 


2.17. Metriikka. Tässä aliluvussa määritellään metriikka ja siihen liit-
 tyviä standardikäsitteitä.


2.17.1. Määritelmä. Olkoon X joukko. Funktio d :X ×X → R+∪
 {0} on joukon X metriikka, jos se toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla
 x, y, z ∈X.


• d(x, z)≤d(x, y) +d(y, z).


• d(x, y) = d(y, x).


• d(x, y) = 0, jos ja vain jos x=y.


Metriikalla varustettua joukkoa sanotaan metriseksi avaruudeksi. Ol-
 koon w∈X, r >0ja d joukon X metriikka. Merkitään:


BXd(w, r) = {z ∈X |d(w, z)< r} ja
 BdX(w, r) = {z ∈X |d(w, z)≤r}.


Joukkoa BXd(w, r) sanotaan metrisen avaruuden (X, d) avoimeksi w-
keskiseksir-säteiseksi kiekoksi. Vastaavasti joukkoaBdX(w, r)sanotaan



(29)metrisen avaruuden (X, d) suljetuksi w-keskiseksi r-säteiseksi kiekok-
 si. Jos metriikkaa ei haluta korostaa tai se on asiayhteydestä tunnet-
 tu, voidaan yläindeksi d jättää pois ja käyttää merkintöjä BX(w, r)ja
 BX(w, r). JoukkoAon topologisen avaruudenX topologiankanta, jos
 X:n jokainen avoin joukko voidaan ilmaistaA:n joidenkin alkioiden yh-
 disteenä. Joukon X metriikkadmääritteleeX:n topologian, jonka eräs
 kanta on


{BXd(w, r)|w∈X, r >0}.


Topologista avaruutta X sanotaan metristyväksi, jos sen topologia on
 X:n jonkin metriikan määrittelemä.


2.17.2. Määritelmä. Olkoon(X, d)metrinen avaruus. Jono(xj)j∈N∈
 XN onX:nCauchy-jono, jos jokaistaε >0kohti on olemassa sellainen
 n ∈ N, että d(xj, xk) < ε, kun j > n ja k > n. Metrinen avaruus
 on täydellinen, jos sen jokainen Cauchy-jono suppenee. Topologinen
 avaruus on täydellisesti metristyvä, jos se on homeomorfinen jonkin
 täydellisen metrisen avaruuden kanssa.


2.18. Normilla varustetut algebrat. Tässä aliluvussa määritellään
 standardikäsite normi ja muita käsitteitä.


2.18.1. Määritelmä. Olkoon E 6= {0} reaalikertoiminen vektoriava-
 ruus. Kuvaus E → R+ ∪ {0} : x 7→ kxk on E:n normi, jos seuraavat
 ehdot pätevät kaikilla x, y ∈E, a∈R.


(1) kx+yk ≤ kxk+kyk.


(2) kaxk=|a| kxk.


(3) kxk= 0, jos ja vain jos x= 0.


Normin x7→ kxk määrittelemä vektoriavaruuden E metriikka on
 (x, y)7→ kx−yk.


Olkoon n ∈ N+. Kaikki äärellisulotteisen R-vektoriavaruuden Rn
 normit määrittelevät saman topologian: tavallisen topologian.[SV, sivu
 46]


2.18.2. Huomautus. Myöhemmin käsitellään C-vektoriavaruuksia. Ne
 ovat myös R-vektoriavaruuksia, joten C-vektoriavaruuden E normi on
 R-vektoriavaruuden E normi.


2.18.3. Määritelmä (Uusi). OlkoonEnormilla varustettuR-algebra,
K algebran E normin rajoittumalla varustettu E:n ykkösellinen Z-
alialgebra. Positiivinen reaalilukur <∞on algebranKihannesäde, jos
w∈BK(0, r) tai 1/w∈BK(0, r)kaikilla kääntyvillä alkioilla w∈K∗.
2.18.4. Esimerkki. Luku 1 on euklidisella normilla varustettujen al-
gebrojen R, C, H ja O ihannesäde. [KR] Voidaan myös osoittaa, että
mielivaltaisella normilla varustetuilla R:n,C:n, H:n ja O:n kanssa iso-
morfisilla algebroilla on ihannesäde. Yleisemmin tämä pätee kaikille
normilla varustetuille jakoalgebroille. (Kts. lemma 4.3.2.)



(30)2.18.5. Sopimus. Algebrat K ∈ {R,C,H,O} ovat euklidisella nor-
 milla varustettuja.


2.18.6. Määritelmä (Uusi). Olkoon X joukko, K tulon nollasään-
 nön toteuttava Z-algebra, e ∈ K \ {0} ja u funktio X → K. Pari
 (u, e) on algebran K ihannepari, jos ew ∈ u[X] tai e/w ∈ u[X] kai-
 killa e-kääntyvillä alkioillaw ∈ Ke∗. Olkoon P∗ ⊂ K joukko. Kaikkien
 funktioiden X → K algebran alialgebra R on P∗-ihanneparillinen, jos
 on olemassa sellainen u ∈ R ja sellainen e ∈ P∗, että (u, e) on K:n
 ihannepari.


2.18.7. Esimerkki. Olkoon r algebran K ihannesäde ja u : X → K
 sellainen, että BK(0, r)⊂u[X]. Tällöin (u,1) onK:n ihannepari.


Mihin käsitettä ihannepari tarvitaan? Oletetaan, että (u, e) on K:n
 ihannepari ja z onK:n e-kääntyvä alkio. Tällöin funktiolla u−ez tai
 u−e/z on nollakohta. Nollakohdilla on jaollisuuden kannalta tärkeä
 merkitys, kuten aliluvussa 2.15 kävi ilmi.


2.18.8. Määritelmä. Olkoon E rengas ja topologinen avaruus. Ren-
 kaan E tiheä alirengas onE:n alirengas, joka on E:n tiheä osajoukko.


Vastaavalla tavalla määritellään käsite algebran E tiheä alialgebra.


2.18.9. Määritelmä (Uusi). Olkoon F ∈ {R,C} ja P∗ kunnan F∗


tiheä alirengas. Alkio d∈P∗ on renkaan P∗ tiheyssiemen, jos
 d ∈


 ]1/2,1[, kunF∗ =R.


BC(0,1)\(R∪BC(0,1/2)), kunF∗ =C.


Olkoon X joukko, K tulon nollasäännön toteuttava P∗-algebra ja R
 kaikkien funktioiden X → K algebran alialgebra, joka sisältää kaikki
 vakiot. Renkaan P∗ tiheyssiemen d on algebran R ihannesiemen, jos
 jokaista luonnollista lukua n ∈ N kohti on olemassa sellaiset u ∈ R
 ja k ∈ N, että pari (u, dn+k) on algebran K ihannepari. Algebra R on
 P∗-ihannesiemenellinen, jos sillä on ihannesiemen d∈P∗.


2.18.10. Esimerkki. Olkoon X joukko, E ∈ {R,C,H,O}, P∗ kun-
 nan R tiheä alirengas, K algebran E ykkösellinen P∗-alialgebra ja R
 kaikkien funktioiden X → K algebran alialgebra, joka sisältää kaikki
 vakiot ja funktion, jonka kuvajoukolla on sisäpiste. Tällöin renkaan P∗


jokainen tiheyssiemen on algebran R ihannesiemen.


2.18.11. Huomautus. Käsitettä ihannesiemen tarvitaan ns. potenssine-
 likon olemassaolon varmistamiseksi. (Kts. määritelmä 5.2.2.)


2.19. Topologiset algebrat. Tässä aliluvussa määritellään algebral-
lisia struktuureja, joiden laskutoimitus on jatkuva. Lisäksi todistetaan,
että jatkuvat funktiot X → E muodostavat algebran, kun E on nor-
milla varustetun R-algebran Z-alialgebra.



(31)2.19.1. Määritelmä. OlkoonX ja Y topologisia avaruuksia. Avaruus
 X ×Y on varustettu tulotopologialla, jos avaruuden X ×Y kannan
 muodostavat joukot V ×U, missä V on X:n avoin osajoukko ja U on
 Y:n avoin osajoukko.


2.19.2. Määritelmä. Olkoon E joukko ja f :E×E →E : (x, y) 7→


x>y funktio. Pari (E,>) on magma, ja f on magman laskutoimitus.


Magma on topologinen magma, jos se on topologinen avaruus ja sen
 laskutoimitus E ×E → E on jatkuva, missä E × E on varustettu
 tulotopologialla.


2.19.3. Määritelmä. OlkoonArengas jaEtopologinen avaruus jaA-
 algebra. AlgebraE ontopologinen algebra, jos sen yhteen- ja kertolasku
 ovat jatkuvia.


2.19.4. Lemma. Olkoon (E,>) topologinen magma, X topologinen
 avaruus ja olkoot f, g:X →E jatkuvia. VarustetaanEX pisteittäisellä
 laskutoimituksella. Tällöin f>g on jatkuva.


Todistus. Funktio f>g on funktiosta


f ×g :X →E×E :z 7→(f(z), g(z))


ja E:n laskutoimituksesta yhdistetty funktio. Varustetaan E×E tulo-
 topologialla. Tällöinf×g jaE:n laskutoimitus ovat jatkuvia. Näin ollen
 f>g on jatkuvista funktioista yhdistettynä funktiona jatkuva. 


2.19.5. Korollaari. Olkoon X topologinen avaruus, A rengas ja E
 ykkösellinen topologinen A-algebra. Tällöin jatkuvat funktiot X → E
 muodostavat A-algebran.


Todistus. Olkoot f, g : X → E jatkuvia funktioita. Topologisen A-
 algebranEyhteen- ja kertolasku ovat jatkuvia. Lemman 2.19.4 mukaan
 tästä seuraa, että funktiotf+g jaf govat jatkuvia. Lisäksiaf =a·1·f
 on jatkuva kaikilla a∈A, sillä vakiofunktioa·1on jatkuva. Näin ollen


väitös on tosi. 


2.19.6. Lemma. Normilla x 7→ kxk varustettu R-algebra E on topo-
 loginen algebra.


Todistus. Olkoon x, y ∈ E, M = max(kxk,kyk), ε > 0, δ = ε/2 ja
 τ, τ0 ∈E sellaisia, ettäkτk< δ ja kτ0k< δ. Tällöin


kx+τ +y+τ0−(x+y)k<2δ=ε.


Näin ollen yhteenlasku on jatkuva. Olkoon δ∗ toisen asteen yhtälön
 δ∗2+ 2M δ∗−ε= 0


positiivinen ratkaisu


δ∗ =−M +√


M2+ε




    
  




      
      
        
      


            
    
        Viittaukset

        
            	
                        
                    



            
                View            
        

    


      
        
          

                    Lataa nyt ( PDF - 94 sivua - 676.59 KB )
            

      


      
      
        
  LIITTYVÄT TIEDOSTOT

  
    
      
          
        
            Tie Yhdysvaltoje rahoituskriisiin
        
      

        kuviosta käy ilmi, että korkoja olisi pitänyt taylorin säännön mukaan nostaa ripeämmin 2000luvun alussa.. kuvioista 2 ja 3 käy ilmi, että molemmilla mittareilla

    
      
          
        
            (2) (1) 1.
        
      

        The  Extrinsic  Object  Construction  must  have  approximately  the  meaning'the referent  ofthe  subject  argument  does  the  activity  denoted  by  the  verb  so  much or  in 

    
      
          
        
            1 179-2-38-2 1 1
        
      

        aurea 'Päivänsäde', kultakuusi 200-250 suunnitelman mukaan 3 PabS Picea abies f. pyramidata 'Sampsan Kartio', kartiokuusi 200-250 suunnitelman

    
      
          
        
            1 2
        
      

        Waltti-kortit toimivat maksuvälineinä  Jyväskylä–Lievestuore -välin liikenteessä, mutta Jyväskylän seudun joukkoliikenteen  etuudet (mm. lastenvaunuetuus) eivät ole

    
      
          
        
            Lineaarijärjestys Johdanto Luonnollistenlukujeninduktio-ominaisuudesta
        
      

        Kaik- ki kokonaislukujen joukon kopion alkiot ovat suurem- pia (X :ään määriteltävän järjestyksen mielessä) kuin kaikki luonnollisten lukujen joukon kopion alkiot.. Ko-

    
      
          
        
            Kirja-arvio: Pitkä matematiikka, kuudes ja seitsemäs kurssi (Matti Lehtinen) . . . 4
        
      

        Luonnolliset luvut toteuttavat Teoreemojen 1 ja 2 väit- teet, ja luvussa 3 konstruoitu aidosti kasvava bijektio takaa, että kaikki luonnollisten lukujen järjestysomi-

    
      
          
        
            Joukkojen mahtavuudesta
        
      

        Toinen tapa osoittaa Q yht¨a mahtavaksi kuin N on to- deta ensin, ett¨a positiivisten rationaalilukujen joukko on yht¨a mahtava luonnollisten lukujen muotoa (m, n)

    
      
          
        
            3. 2.
        
      

        Laske kohta,  missä  taivutusmomentin  maksimiarvo esiintyy  ja  laske myös  kyseinen  taivutusmo- mentin  maksimiarvo.. Omaa  painoa  ei 

      



      

    

    
            
            
      
  LIITTYVÄT TIEDOSTOT

  
          
        
    
        
    
    
        
            Luonnollisten lukujen suurista osajoukoista
        
        
            
                
                    
                    45
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 2
        
        
            
                
                    
                    119
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 2
        
        
            
                
                    
                    1
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            2 3
        
        
            
                
                    
                    1
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 3
        
        
            
                
                    
                    1
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 2
        
        
            
                
                    
                    1
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 (2)
        
        
            
                
                    
                    2
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            1 - 2 - 3
        
        
            
                
                    
                    24
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

      


              
          
            
          

        

          

  




  
  
  
    
      
        Yhtiö

        	
             Tietoa meistä 
          
	
            Sitemap

          


      

      
        Ota Yhteyttä  &  Apua

        	
             Ota yhteyttä
          
	
             Feedback
          


      

      
        Oikeustieteellinen

        	
             Käyttöehdot
          
	
             Tietosuojakäytäntö
          


      

      
        Social

        	
            
              
                
              
              Linkedin
            

          
	
            
              
                
              
              Facebook
            

          
	
            
              
                
              
              Twitter
            

          
	
            
              
                
              
              Pinterest
            

          


      

      
        Hanki ilmaiset sovelluksemme

        	
              
                
              
            


      

    

    
      
        
          Koulut
          
            
          
          Aiheet
                  

        
          
                        Kieli:
            
              Suomi
              
                
              
            
          

          Copyright 9pdf.co © 2024

        

      

    

  




    



  
        
        
        
          


        
    
  
  
  




     
     

    
        
            
                

            

            
                                 
            

        

    




    
        
            
                
                    
                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                    

                    
                        

                        

                        

                        
                            
                                
                                
                                    
                                

                            

                        
                    

                    
                        
                            
                                
  

                                
                        

                        
                            
                                
  

                                
                        

                    

                

                                    
                        
                    

                            

        

    


