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Harjoitus 3.


Tämän harjoituksen tehtävät 16 palautetaan kirjallisesti torstaina 5.2.2004.


Loput ohjatuissa harjoituksissa


1. Osoita, että joukko E on mitallinen mitta-avaruudessa (X,B, µ) jos ja vain jos
 karakteristinen funktioχE on mitallinen.


2. Oletetaan, että f : X → R∪ {−∞,∞} on mitallinen mitta-avaruudessa (X,B, µ)
 ja funktiog :X →R∪ {−∞,∞}toteuttaa ehdon f =g a.e.. Oletetaan lisäksi, että
 mitta µ on täydellinen (eli jokaiselle joukolle E ja F ehdoista E ⊂ F ja µ(F) = 0
 seuraa, että joukko E on mitallinen). Osoita, että funktio g on mitallinen.


3. OlkoonA ⊂R. Osoita, että funktio f :A →R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
 jos joukkof−1(]q,∞[)on mitallinen jokaiselle rationaaliluvulle q.


4. OlkoonA ⊂R. Osoita, että funktio f :A →R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
 jos jokaisen suljetun joukon alkukuva on mitallinen.


5. Selvitä, onko funktio f : A → R Lebesgue mitallinen, jos jokaiselle a ∈ R joukko
 f−1({a}) on mitallinen.


6. Olkoon (X,B, µ) mitta-avaruus. Todista: Jos (En)n∈N on kasvava jono mitallisia
 joukkoja, niinlimn→∞µ(En) =µ(∪En). Lisäksi jos(Fn)n∈N on vähenevä jaµ(Fi)<


∞ jollekini∈N, niin limn→∞µ(En) =µ(∩En).


7. Anna esimerkki nollamittaisesta joukosta, joka on ylinumeroituva. Ohje: Olkoon
 I = [0,1]. Merkitään I10 =¤1


3,23£


. Jaetaan joukon I\I10 komponentit £
 0,13¤


ja £2


3,1¤
 kolmeen yhtäsuureen osaan ja merkitään keskimmäisiä avoimia välejä niistäI11 jaI21.
 Jaetaan edelleen joukon I\(I10∪I11∪I21) komponentit kolmeen yhtäsuureen osaan
 ja merkitään keskimmäisiä avoimia välejä niistä I12, I22, I32 ja I42. Jatkamalla tätä
 prosessia saadaan jono avoimia välejä ¡


Ink¢


k∈N ja n = 1, ...,2k. Joukkoa I\S


n,kInk
 sanotaan Cantorin joukoksi. Osoita, että Cantorin joukko on ylinumeroituva ja nol-
 lamittainen.


8. Osoita, että mitallisessa avaruudessa (X,F) mitalliselle funktiolle f : X → R∪
 {−∞,∞}pätee


(a) |f| on mitallinen,
 (b) fn on mitallinen.


9. Osoita, että f : X → R on mitallinen mitallisessa avaruudessa (X,F), jos ja vain
 jos jokaisen Borelin joukon alkukuva on mitallinen. Ohje: Osoita, että joukko


©B ⊂R|f−1(B)∈ Fª


onσ-algebra.


10. Olkoot(X,B)ja(R,F)mitallisia avaruuksia jaf :X →Rsekäg :R→Rmitallisia
funktioita. Selvitä tarkasti, onkof◦g mitallinen aina vai jossain erikoistapauksissa?
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