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TIIVISTELMÄ


Onni Keinänen: Legendren symboli ja Jacobin symboli
 Kandidaatintyö


Tampereen yliopisto


Tekniikka ja luonnontieteet, TkK
 Helmikuu 2022


Tämä tutkielma käsittelee lukuteoriaa. Lukuteoriassa keskitytään kokonaislukujen ominaisuuk-
 siin ja erityisesti alkulukuihin. Tässä tutkielmassa erityisesti kongruenssin käsite on tärkeä.


Neliönjäännös ja neliönepäjäännös määritellään niin, että mikäli kokonaislukujen 𝑎ja𝑚suurin
 yhteinen tekijä on 1 ja𝑎toteuttaa yhtälön𝑥2 ≡𝑎 (mod𝑚)se on luvun𝑚neliönjäännös ja mikäli ei,
 niin𝑎on luvun𝑚neliönepäjäännös. Neliönjäännöksiä ja neliönepäjäännöksiä on aina yhtä monta,
 kun𝑚on pariton alkuluku. Alkuluvuista päästään Legendren symbolin määritelmään.


Kun𝑝on positiivinen alkuluku ja𝑎on kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla𝑝, niin Legendren
 symbolin


(︂


𝑎
 𝑝


)︂


arvo on 1 jos𝑎on luvun𝑝neliönjäännös ja -1 jos𝑎on luvun𝑝neliönepäjäännös. Le-
 gendren symbolille voidaan johtaa sen arvon määrittämistä helpottavia lauseita, esimerkiksiEulerin
 kriteeri. Tämän lisäksi Legendren symbolille pätee esimerkiksi neliöjuurifunktiosta tuttu liitännäisyys
 tulon suhteen, eli Legendren symbolien tulo saa saman arvon kuin tulon Legendren symboli. Myös
 keskenään kongruenttien lukujen Legendren symboli saa saman arvon, ja neliön Legendren sym-
 bolin arvo on aina 1.


Jacobin symboli on Legendren symbolin yleistys, joka pätee kaikille parittomille kokonaisluvuille,
 eikä vain parittomille alkuluvuille kuten Legendren symboli. Jacobin symbolin määritelmä perustuu
 siihen, että alkutekijöihin jaettu pariton luku𝑛voidaan jakaa alkutekijöihinsä, eli𝑛 =𝑝𝑡1


1


𝑝𝑡2


2 · · ·𝑝𝑡𝑚𝑚,
 missä kaikki luvut 𝑝𝑖 ovat alkulukuja ja potenssit kertovat niiden määrän. Tällöin Jacobin symboli
 (︁𝑎


𝑛


)︁voidaan esittää Legendren symbolien tulona. Myös Jacobin symbolille pätee liitännäisyys tulon
 suhteen ja keskenään kongruenttien lukujen Jacobin symboli saa saman arvon.


Neliönjäännösten ominaisuuksien avulla voidaan heittää kolikkoa elektronisesti. Tämä perustuu
 siihen, että neliönjäännöksiä esiintyy aina yhtä monta kuin neliönepäjäännöksiä ja siihen, että jos
 tietää luvun neliönjäännöksen, niin ei voi silti päätellä mikä luku on kyseessä. Jacobin symbolin avul-
 la voidaan myös suorittaa alkulukutesti. Mikäli aiemmin mainittu Eulerin lause ei päde, niin voidaan
 suoraan todeta, että tutkittu luku ei ole alkuluku.


Avainsanat: Legendren symboli, Jacobin symboli, lukuteoria, kongruenssi


Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO


Ranskalainen Adrien-Marie Legendre (1752–1833) on yksi matematiikan suurista nimistä. Hän
 on vaikuttanut muun muassa geometrian ja kompleksianalyysin kehitykseen, ja hänen mukaansa
 on nimetty esimerkiksi Legendren polynomit ja Legendren muunnos. Tässä tutkielmassa keski-
 tytään Legendren saavutuksiin lukuteorian alalla ja myös hänen mukaansa nimettyyn Legendren
 symboliin.


Myös saksalainen Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851) on vaikuttanut monilla matematiikan
 aloilla, ja hänen mukaansa on nimetty esimerkiksi matriisilaskennasta tuttu Jacobin matriisi. Myös
 Jacobi vaikutti lukuteoriassa, ja hänen mukaansa on nimetty Jacobin symboli.


Tämän tutkielmassa tavoitteena on esitellä näitä symboleita, niiden arvojen määrittämistä, erilaisia
 ominaisuuksia ja muutama sovellus. Tutkielmaa voi seurata, jos hallitsee lukiossa käsitellyt asiat
 hyvin, tärkeimpänä reaalilukujen laskusäännöt ja kongruenssi. Muut tarvittavat esitiedot esitellään
 luvussa 2. Luvussa 3 esitellään Legendren symboli ja sen ominaisuuksia, luvussa 4 Jacobin symboli
 ja sen ominaisuuksia, ja luvussa 5 yleisesti sovelluksia.


Tutkielman päälähteenä on käytetty Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary Number Theory and Its
Applications. Tämän lisäksi lähdeteoksina toimivat muun muassa Kalle Väisälän kirja Lukuteorian
ja korkeamman algebran alkeet ja Frithiof Nevanlinnan kirja Johdatus lukuteoriaan ja algebraan.
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2. ESITIETOA


Tässä luvussa esitellään tärkeää taustatietoa Legendren symbolin tutkimista varten.



2.1 Tärkeitä lauseita


Tässä alaluvussa esitellään lauseita, joita tarvitaan myöhemmin työssä.


Lause 2.1.Olkoon𝑚ykköstä suurempi kokonaisluku. Jos𝑎ja𝑏ovat kokonaislukuja, niin𝑎 ≡ 𝑏
 (mod 𝑚), jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku𝑘, jonka avulla luku𝑎voidaan esittää muodossa
 𝑎 =𝑏+𝑘 𝑚.


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 4.1) Koska lauseessa mainitaan sanat "jos ja vain jos", tulee osoittaa,
 että lause on yhtäpitävä molempiin suuntiin. Aloitetaan näyttämällä, että siitä, että𝑎≡𝑏 (mod 𝑚)
 seuraa, että on olemassa kokonaisluku𝑘, jonka avulla luku𝑎voidaan esittää muodossa𝑎 =𝑏+𝑘 𝑚.
 Nyt siis 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚) eli 𝑎−𝑏 ≡ 0 (mod 𝑚). Tämä tarkoittaa siis sitä, että luku (𝑎−𝑏) on
 jaollinen luvulla𝑚. Edelleen jaollisuus tarkoittaa sitä, että


(𝑎−𝑏)
 𝑚


=𝑘 ,


missä 𝑘 on jokin kokonaisluku. Nyt voidaan kertoa yhtälön molemmat puolet luvulla𝑚, jolloin
 saadaan


𝑎−𝑏=𝑘 𝑚


ja tästä edelleen lisäämällä yhtälön molemmille puolille luku𝑏saadaan yhtälö
 𝑎 =𝑏+𝑘 𝑚,


joka oli mainittu lauseessa.


Osoitetaan nyt, että lause pätee myös toiseen suuntaan, eli siitä, että on olemassa kokonaisluku𝑘,
 jonka avulla voidaan esittää luku𝑎muodossa𝑎=𝑏𝑚+𝑘, seuraa, että𝑎≡ 𝑏 (mod 𝑚).


Nyt siis𝑎=𝑏+𝑘 𝑚. Nyt voidaan vähentää yhtälön molemmilta puolilta luku𝑏, jolloin saadaan
𝑘 𝑚=𝑎−𝑏 .



(6)Tästä voidaan päätellä, että luku𝑎−𝑏on jaollinen luvulla𝑚, sillä se voidaan esittää kokonaislukujen
 𝑚ja𝑘 tulona. Jaollisuus tarkoittaa sitä, että jakojäännös on 0, eli


𝑎−𝑏≡0 (mod 𝑚).


Nyt voidaan lisätä kongruenssiyhtälön molemmille puolille luku𝑏, jolloin𝑎≡ 𝑏 (mod𝑚).
 Apulause 2.2.Olkoot𝑎,𝑏ja𝑐positiivisia kokonaislukuja, ja olkoon lukujen𝑎ja𝑏suurin yhteinen
 tekijä 1 ja olkoon tulo𝑏 𝑐jaollinen luvulla𝑎. Tällöin luku𝑐on jaollinen luvulla𝑎.


Todistus. (Vrt. [5] Lemma 3.4.) Lukujen𝑎ja𝑏suurin yhteinen tekijä 1 voidaan esittää joidenkin
 kokonaislukujen𝑥ja𝑦avulla muodossa𝑎𝑥+𝑏 𝑦=1. Kertomalla tämä yhtälö puolittain luvulla𝑐
 saadaan


𝑎 𝑐𝑥+𝑏 𝑐 𝑦=𝑐 . (2.1)


Nyt koska tulo𝑏 𝑐on jaollinen luvulla𝑎, niin on olemassa kokonaisluku𝑒, jonka avulla𝑎 𝑒 =𝑏 𝑐.
 Sijoittamalla tämä yhtälöön (2.1), saadaan𝑎 𝑐𝑥+𝑎 𝑒 𝑦=𝑐, ja edelleen ottamalla𝑎oikealla puolella
 yhteiseksi tekijäksi saadaan 𝑎(𝑐𝑥+𝑒 𝑦) = 𝑐, eli luku 𝑎 kerrottuna jollain kokonaisluvulla on 𝑐.
 Toisin sanoen, luku𝑐on jaollinen luvulla𝑎.


Kongruenssiyhtälön ratkaisu onnistuu yleensä samoin keinoin kuin normaalinkin yhtälön. Kongruens-
 siyhtälön niin sanottuun puolittain jakamiseen liittyy kuitenkin seuraava lause.


Lause 2.3.Olkoot𝑎,𝑏ja𝑐kokonaislukuja,𝑚positiivinen kokonaisluku, ja𝑑lukujen𝑐ja𝑚suurin
 yhteinen tekijä. Tällöin jos𝑎 𝑐≡𝑏 𝑐 (mod 𝑚), niin𝑎≡𝑏 (mod 𝑚/𝑑).


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 4.4.) Kongruenssi𝑎 𝑐 ≡ 𝑏 𝑐 (mod 𝑚) tarkoittaa, että luku𝑎 𝑐−𝑏 𝑐 =
 𝑐(𝑎−𝑏)on jaollinen luvulla𝑚. Tällöin on olemassa kokonaisluku𝑘, jonka avulla𝑐(𝑎−𝑏) =𝑘 𝑚.
 Jaetaan tämän yhtälön molemmat puolet luvulla𝑑, jolloin saadaan(𝑐/𝑑) (𝑎−𝑏) =𝑘(𝑚/𝑑). Koska
 𝑑 oli lukujen 𝑐 ja𝑚 suurin yhteinen tekijä, niin lukujen𝑐/𝑑 ja𝑚/𝑑 suurin yhteinen tekijä on 1.


Apulauseen 2.2 perusteella tästä seuraa, että luku𝑎−𝑏on jaollinen luvulla𝑚/𝑑, eli toisin sanoen
 𝑎−𝑏≡0 (mod𝑚/𝑑), eli𝑎≡ 𝑏 (mod𝑚/𝑑).


Lause 2.4.Olkoot 𝑎ja𝑏 kokonaislukuja ja𝑚positiivinen kokonaisluku. Olkoon luvuilla𝑎 ja𝑚
 suurin yhteinen tekijä 𝑑. Jos luku 𝑏 ei ole jaollinen luvulla𝑑, niin kongruenssiyhtälöllä𝑎𝑥 ≡ 𝑏
 (mod 𝑚)ei ole yhtään ratkaisua. Jos taas luku𝑏on jaollinen luvulla𝑑, niin kongruenssiyhtälöllä
 𝑎𝑥 ≡𝑏 (mod 𝑚) on täsmälleen𝑑 epäkongruenttia ratkaisua modulo𝑚.


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 4.10) Korvaataan lauseessa 2.1 luku 𝑎 luvulla 𝑎𝑥. Nyt siis 𝑎𝑥 ≡
 𝑏 (mod 𝑚). Tämä on lauseen 2.1 perusteella yhtäpitävä kahden muuttujan lineaarisen yhtälön
 𝑎𝑥−𝑚 𝑦 =𝑏kanssa.


Jotta seuraavan lauseen todistaminen olisi suoraviivaisempaa, esitellään seuraava määritelmä.



(7)Määritelmä 2.5.Lukua𝑛pienempien sillä jaottomien kokonaislukujen määrä
 𝑚=𝜙(𝑛),


missä𝜙(𝑛)onEulerin funktio.


Lause 2.6.Fermat’n pieni lause. Jos𝑝 on alkuluku ja𝑎 on positiivinen kokonaisluku, joka ei ole
 jaollinen luvulla𝑝, niin𝑎𝑝−1≡1 (mod 𝑝).


Todistus. (Vrt. [4] lause 18) Olkoon𝑎


1, 𝑎


2, . . . , 𝑎𝑚sellainen lukujono, että𝑚=𝜙(𝑛), eli lukujono
 on supistettu jäännössysteemi modulo𝑛. Olkoon𝑎mielivaltainen luku, joka on keskenään jaoton
 luvun𝑛kanssa. Tällöin myös tulot


𝑎 𝑎1, 𝑎 𝑎


2, . . . , 𝑎 𝑎𝑚


muodostavat supistetun jäännössysteemin modulo𝑛, sillä jokainen luku on keskenään jaoton luvun
 𝑛 kanssa ja ne ovat pareittain epäkongruentteja modulo 𝑛. Tämän voi perustella sillä, että myös
 jokainen 𝑎𝑖 määriteltiin keskenään jaottomaksi luvun 𝑛kanssa. Täten tulot ovat yksikäsitteisesti
 kongruentteja alkuperäisen lukujonon lukujen kanssa, joten


𝑎 𝑎1 ≡𝑎𝜇


1 (mod𝑛), 𝑎 𝑎


2 ≡𝑎𝜇


2 (mod𝑛), . . . , 𝑎 𝑎𝑚≡𝑎𝜇


𝑚 (mod 𝑛),
 missä merkinnällä 𝑎𝜇


𝑖 tarkoitetaan jonon 𝑎


1, 𝑎


2, . . . , 𝑎𝑚 lukuja, jotka saattavat olla eri järjestyk-
 sessä. Kerrotaan nyt nämä kongruenssit keskenään, jolloin saadaan


𝑎 𝑎1𝑎 𝑎


2· · ·𝑎 𝑎𝑚≡𝑎𝜇


1


𝑎𝜇


2


. . . 𝑎𝜇


𝑚 (mod 𝑛).


Käytetään lausetta 2.3 ja supistetaan nyt tämän kongruenssin molemmat puolet tulolla𝑎


1𝑎


2. . . 𝑎𝑚=
 𝑎𝜇


1


𝑎𝜇


2


. . . 𝑎𝜇


𝑚. Koska tulon ja luvun𝑛suurin yhteinen tekijä on 1, modulo pysyy samana, ja saa-
 daan


𝑎𝑚
 𝑎1𝑎


2· · ·𝑎𝑚
 𝑎1𝑎


2· · ·𝑎𝑚


≡
 𝑎𝜇


1


𝑎𝜇


2· · ·𝑎𝜇


𝑚


𝑎𝜇


1𝑎𝜇


2· · ·𝑎𝜇


𝑚


(mod 𝑛)
 𝑎𝑚≡1 (mod𝑛).
 Muistetaan, että𝑚=𝜙(𝑛), jolloin päädytään muotoon


𝑎𝜙(𝑛) ≡1 (mod𝑛),


jota kutsutaanEulerin lauseeksi.Fermat’n pieni lause on erikoistapaus tästä kongruenssista, sillä
 jokaiselle alkuluvulle𝑝sitä pienempien ja sillä jaottomien alkulukujen määrä, eli Eulerin funktion
 𝜙(𝑝)arvo, on 𝑝−1. Tällöin voidaan todeta, että


𝑎𝑝−1≡1 (mod 𝑝).



(8)Lause 2.7.Wilsonin lause. Jos𝑝on alkuluku, niin (𝑝−1)!≡ −1 (mod 𝑝).


Määritellään nyt käsitteitä, jotka helpottavat todistusta.


Määritelmä 2.8.Kongruenssinjuuriksikutsutaan lukuja𝑥𝑖, jotka toteuttavat kongruenssin𝑎𝑥 ≡𝑏
 (mod 𝑚).


Esimerkki 2.9.Esimerkiksi yksi kongruenssin


3𝑥 ≡1 (mod 11)
 juurista on luku 4, sillä 3·4=12≡1 (mod 11).


Määritelmä 2.10.Kongruenssia, joka voidaan sieventää muotoon
 𝑃(𝑥) =𝑎


0𝑥𝑛+𝑎


1𝑥𝑛−1+ · · · +𝑎𝑛≡0 (mod 𝑝)
 ja jossa luku𝑎


0ei ole jaollinen luvulla𝑝, kutsutaann. asteen kongruenssiksi.Kääntäen, kongruens-
 sinastevoidaan määrittää muuttujan𝑥korkeimmasta potenssista, samoin kuin polynomien tapauk-
 sessa.


Nyt voidaan jatkaa todistuksella.


Todistus. (Vrt. [6] Lause XVII) Fermat’n pieni lause 2.6 voidaan tulkita myös siten, että kongruens-
 silla


𝑥𝑝−1−1=0 (mod 𝑝)


on sen asteluvun osoittama määrä juuria, jotka ovat 1,2, . . . , 𝑝−1. Tällöin siis voidaan merkitä
 juuret erikseen kongruenssin oikealle puolelle. Saadaan


𝑥𝑝−1−1≡ (𝑥−1) (𝑥−2) · · · (𝑥− (𝑝−1)) (mod 𝑝).
 Sijoittamalla tähän𝑥 =0 saadaan


0𝑝−1−1=(−1) (−2) · · · (−(𝑝−1)) (mod 𝑝),
 ja ottamalla oikealta puolelta−1 yhteiseksi tekijäksi saadaan


−1≡ (−1)𝑝−1(𝑝−1)! (mod 𝑝).


Muistetaan, että 𝑝 on alkuluku. Parittomilla alkuluvuilla luvun −1 potenssi on parillinen, joten
 oikea puoli on positiivinen. Tällöin saadaan


(𝑝−1)!≡ −1 (mod 𝑝).



(9)Muistetaan, että Wilsonin lause kattaa kaikki alkuluvut, joten ainoa parillinen alkuluku 2 tulee
 tutkia erikseen. Sijoitetaan luku 2 lausekkeeseen, jolloin saadaan


(2−1)!=1≡ −1 (mod 2),
 eli lause on tosi kaikilla alkuluvulla 𝑝.


Esitellään vielä yksi myöhemmin työssä esiintyvä algebrallinen määritelmä ennen seuraavaan
 aiheeseen siirtymistä.


Määritelmä 2.11.Positiiviselle, ykköstä suuremmalle kokonaisluvulle𝑛,ryhmäänℤ𝑛kuuluvat ne
 positiiviset kokonaisluvut, jotka ovat pienemiä kuin luku𝑛ja joiden suurin yhteinen tekijä luvun
 𝑛kanssa on 1.



2.2 Neliönjäännös ja neliönepäjäännös


Ennen kuin määritellään Legendren symboli, on syytä määritelläneliönjäännös ja neliönepäjään-
 nös(quodratic residue and nonresidue) ja niiden ominaisuuksia.


Määritelmä 2.12.Jos 𝑚 on positiivinen kokonaisluku, niin kokonaislukua 𝑎 kutsutaan sen ne-
 liönjäännökseksi, jos lukujen 𝑎 ja𝑚 suurin yhteinen tekijä on 1 ja kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡ 𝑎
 (mod 𝑚) on ratkaisu. Mikäli kongruenssiyhtälöllä ei ole ratkaisua, kutsutaan lukua 𝑎 luvun 𝑚
 neliönepäjäännökseksi.


Lasketaan esimerkin vuoksi luvun 13 neliönjäännökset.


Esimerkki 2.13.Aloitetaan sillä, että lasketaan kaikkia lukua 13 pienempien kokonaislukujen
 1,2,3, . . . ,12 neliöiden jakojäännökset modulo 13:


12=1≡1 (mod 13)
22=4≡4 (mod 13)
32=9≡9 (mod 13)
42=16≡3 (mod 13)
52=25≡12 (mod 13)
62=36≡10 (mod 13)
72=49≡10 (mod 13)
82=64≡12 (mod 13)
92=81≡3 (mod 13)
102=100≡9 (mod 13)
112=121≡4 (mod 13)
122=144≡1 (mod 13).



(10)Huomataan, että vain luvut 1, 3, 4, 9, 10 ja 12 esiintyvät jakojäännöksinä. Määritelmän 2.12 mukaan
 tämä tarkoittaa sitä, että ne ovat luvun 13 neliönjäännökset. Vastaavasti luvut 2, 5, 6, 7, 8 ja 11 ovat
 luvun 13 neliönepäjäännökset, sillä ne eivät esiinny jakojäännöksinä.


Huomataan, että luvulla 13 on yhtä monta neliönjäännöstä kuin neliönepäjäännöstä. Tämä ei
 suinkaan ole sattumaa, vaan kaikille parittomille alkuluvuille yhteinen ominaisuus. Osoitetaan
 tämä käyttämällä avuksi seuraavaa lemmaa.


Apulause 2.14.Olkoon𝑝pariton alkuluku ja𝑎kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla𝑝. Nyt
 kongruessiyhtälöllä


𝑥2 ≡𝑎 (mod 𝑝)
 on joko kaksi tai ei yhtään epäkongruenttia ratkaisua modulo p.


Todistus. (Vrt. [5] Lemma 11.1.) Oletetaan aluksi, että kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡ 𝑎 (mod 𝑝) on
 yksi ratkaisu. Olkoon tämä ratkaisu 𝑥 = 𝑥


0. Nyt kuitenkin myös −𝑥


0 on ratkaisu, sillä −𝑥2
 0 =
 𝑥2


0 ≡𝑎 (mod 𝑝).Voidaan myös osoittaa vastaesimerkin kautta, että ratkaisu𝑥


0ei ole kongruentti
 ratkaisun −𝑥


0 kanssa. Mikäli näin olisi, niin pitäisi paikkansa, että 𝑥


0 ≡ −𝑥


0 (mod 𝑝). Kun
 kongruenssiyhtälön molemmille puolille lisätään𝑥


0, saadaan 2𝑥


0 ≡0 (mod 𝑝). Tämä tarkoittaisi
 sitä, että 2𝑥


0olisi jaollinen luvulla 𝑝. Tämä ei ole mahdollista, sillä lemman ehtojen mukaan 𝑝on
 pariton, ja sen lisäksi𝑥


0ei ole jaollinen luvulla 𝑝, koska (𝑥


0)2 ≡𝑎 (mod 𝑝), eli luvun𝑥


0neliöä
 jaettaessa luvulla 𝑝jää jakojäännös𝑎, joka ei lemman ehtojen mukaan ole jaollinen luvulla 𝑝.
 Osoitetaan nyt, että ratkaisuja ei ole enempää kuin kaksi. Käytetään tuttua tekniikkaa ja oletetaan,
 että on kaksi erillistä ratkaisua𝑥 = 𝑥


0 ja𝑥 = 𝑥


1, eli aiemman perusteella yhtälölle on yhteensä
 neljä ratkaisua. Osoitetaan, että tämä johtaa ristiriitaan. Nyt siis 𝑥2


0 ≡ 𝑥2


1 ≡ 𝑎 (mod 𝑝). Täten
 ratkaisuiden neliöiden erotuksen tulee olla jaollinen luvulla 𝑝. Nyt koska kyseessä on neliöiden
 erotus, voidaan soveltaa lukiomatematiikasta tuttua muistikaavaa


𝑎2−𝑏2=(𝑎+𝑏) (𝑎−𝑏).


Nyt siis saadaan kongruenssiyhtälö muotoon𝑥2
 0−𝑥2


1 = (𝑥


0+𝑥


1) (𝑥


0−𝑥


1) ≡ 0 (mod 𝑝). Tämä
 tarkoittaa sitä, että𝑝on jaollinen joko luvulla𝑥


0+𝑥


1tai luvulla𝑥


0−𝑥


1, sillä se voidaan esittää ker-
 tomalla nämä luvut yhteen. Toisin sanoen,𝑥


1≡ −𝑥


0 (mod 𝑝)tai𝑥


1≡𝑥


0 (mod 𝑝), joten ratkaisut
 ovat kongruentit keskenään. Tämä on ristiriita, sillä ratkaisuiden tuli olla epäkongruentit. Tämä
 todistaa, että jos kongruenssiyhtälölle on olemassa jokin ratkaisu, niin ratkaisuja on täsmälleen
 kaksi.


Vihdoin tätä apulausetta käyttämällä päästään seuraavaan lauseeseen.


Lause 2.15.Jos𝑝on pariton alkuluku, niin kokonaislukujen1,2, . . . , 𝑝−1joukossa on täsmälleen
(𝑝−1)/2luvun 𝑝neliönjäännöstä ja(𝑝−1)/2luvun𝑝epäneliönjäännöstä.



(11)Lauseen todistamiseksi pitää vielä esittää seuraava määritelmä.


Määritelmä 2.16.Olkoon𝑚positiivinen kokonaisluku ja𝑎jokin kokonaisluku. Jaettaessa lukua
 𝑎luvulla𝑚, saadaan jakoyhtälö


𝑎 =𝑏𝑚+𝑟 ,


missä 0≤𝑟 ≤ 𝑚−1. Kun tiedetään, että luku𝑎ei ole jaollinen luvulla𝑚, niin lukua𝑟 kutsutaan
 luvun𝑎pienimmäksi positiiviseksi jäännökseksi(least positive residue) modulo𝑚. [5]


Nyt olemme saaneet kokoon työkalut lauseen 2.15 todistamiseksi.


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 11.1.) Tutkittavia neliöitä on nyt siis yhteensä𝑝−1. Kaikkien neliön-
jäännösten löytämiseksi tutkitaan kokonaislukujen 1,2, . . . , 𝑝−1 neliöiden pienimpiä positiivisia
jäännöksiä modulo 𝑝. Lemman 2.14 mukaan jokaisella kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡𝑎 (mod 𝑝) on
joko nolla tai kaksi ratkaisua. Tämän perusteella luvulla𝑝on täsmälleen(𝑝−1)/2 neliönjäännöstä
lukujen 1,2, . . . , 𝑝−1 joukossa. Nyt koska jokainen luku on joko neliönjäännös tai neliönepäjään-
nös, voidaan päätellä, että kaikki loput luvut ovat neliönepäjäännöksiä. Täten neliönepäjäännöksiä
on yhteensä𝑝−1− (𝑝−1)/2=(𝑝−1)/2. Täten neliönjäännöksiä ja neliönepäjäännöksiä on aina
yhtä monta.



(12)
3. LEGENDREN SYMBOLI


Tässä luvussa käsitellään Legendren symbolia ja sen ominaisuuksia.



3.1 Legendren symbolin määritelmä


Nyt on esitelty kaikki tiedot, jotka tarvitaan, jotta on mielekästä määritellä opinnäytetyön pääaihe.


Määritelmä 3.1.Olkoon 𝑝 pariton alkuluku ja 𝑎 kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla 𝑝.
 Aritmeettista funktiota


(︃𝑎
 𝑝
 )︃


=


⎧⎪


⎪


⎨


⎪⎪


⎩


1, jos luku𝑎on luvun𝑝neliönjäännös,


−1, jos luku𝑎on luvun𝑝neliönepäjäännös
 kutsutaanLegendren symboliksi(Legendre symbol).


Legendren symbolin esitteli vuonna 1798 ranskalainen Adrien-Marie Legendre [3]. Tutkitaan
 symbolia lisää esimerkin 2.13 lukujen avulla.


Esimerkki 3.2.Aiemmin on siis todettu, että luvut 1, 3, 4, 9, 10 ja 12 ovat luvun 13 neliönjäännöksiä
 ja luvut 2, 5, 6, 7, 8 ja 11 luvun 13 neliönepäjäännöksiä. Määritelmän 3.1 mukaan siis


(︃ 1
 13


)︃


=
 (︃ 3


13
 )︃


=
 (︃ 4


13
 )︃


=
 (︃ 9


13
 )︃


=
 (︃10


13
 )︃


=
 (︃12


13
 )︃


=1,
 (︃ 2


13
 )︃


=
 (︃ 5


13
 )︃


=
 (︃ 6


13
 )︃


=
 (︃ 7


13
 )︃


=
 (︃ 8


13
 )︃


=
 (︃11


13
 )︃


=−1.



3.2 Legendren symbolin ominaisuuksia


Esitellään nyt lause, joka auttaa Legendren symbolin ominaisuuksien esittämisessä. Käytetään
 todistuksessa luvussa 2.1 esiteltyjä lauseita.


Lause 3.3.Eulerin kriteeri. Olkoon𝑝pariton alkuluku ja𝑎positiivinen kokonaisluku, joka ei ole
 jaollinen luvulla𝑝. Tällöin


(︃𝑎
 𝑝
 )︃


≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).



(13)Todistus. (Vrt. [5] Theorem 11.3.) Oletetaan aluksi, että
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


=1.Muistetaan, että määritelmän
 3.1 mukaan tämä tarkoittaa, että kongruenssiyhtälöllä𝑥2≡𝑎 (mod 𝑝)on ratkaisu. Merkitään tätä
 ratkaisua𝑥 =𝑥


0ja sovelletaan sitä Eulerin kriteerin oikeaan puoleen. Saadaan siis
 𝑎(𝑝−1)/2=(𝑥2


0)(𝑝−1)/2.


Hyödynnetään potenssien laskusääntöä


(𝑎𝑚)𝑛=𝑎𝑚𝑛


ja Fermat’n pientä lausetta 2.6, jolloin saadaan
 (𝑥2


0)(𝑝−1)/2=𝑥𝑝−1


0 ≡1 (mod 𝑝).
 Täten voidaan todeta, että kun tiedetään, että


(︂


𝑎
 𝑝


)︂


=1, niin
 (︃𝑎


𝑝
 )︃


≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).


Tutkitaan nyt Legendren symbolin toista mahdollista tilannetta, eli
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


=−1.Tämä tarkoittaa, että
 kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡ 𝑎 (mod 𝑝) ei ole yhtään ratkaisua. Tutkitaan nyt sellaisia kokonaislu-
 kuja𝑖, joiden suurin yhteinen tekijä luvun 𝑝kanssa on 1. Nyt, koska lauseen 2.1 mukaan suurin
 yhteinen tekijä kertoo ratkaisujen määrän, niin jokaiselle luvulle𝑖löytyy yksi vastaava luku𝑗, jolle
 𝑖 𝑗≡ 𝑎 (mod 𝑝). Lause pätee, jos jakojäännös on jaollinen suurimmalla yhteisellä tekijällä. Se on
 nyt 1, joten varmasti jokainen kokonaisluku on sillä jaollinen. Voidaan myös todeta, että𝑖 ≠ 𝑗,
 sillä kongruenssiyhtälöllä𝑥2≡𝑎 (mod 𝑝)ei ole yhtään ratkaisua. Muistetaan, että𝑝on alkuluku,
 joten vain sen monikerroilla on sen kanssa suurin yhteinen tekijä, joka ei ole 1. Täten voimme ryh-
 mittää kokonaisluvut 1,2, . . . , 𝑝−1 pareihin𝑖 𝑗. Näitä pareja tulee yhteensä(𝑝−1)/2 kappaletta,
 ja jokaisen niistä tulo on𝑎 modulo p. Luku𝑎 kerrotaan siis itsellään (𝑝−1)/2 kertaa. Toisaalta
 muistetaan, että kerrottiin yksinkertaisesti keskenään kaikki kokonaisluvut 1,2, . . . , 𝑝−1, mikä on
 kertomafunktion määritelmä. Toisin sanoen,


(𝑝−1)!≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).
 Wilsonin lauseen 2.7 mukaan(𝑝−1)!≡ −1 (mod 𝑝), joten


−1≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).
 Huomataan, että myös tapauksessa


(︂


𝑎
 𝑝


)︂


=−1 pätee, että
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).


Esimerkki 3.4.Havainnollistetaan Eulerin kriteeriä. Olkoon𝑝 =19 ja𝑎=7. Nyt siis(𝑝−1)/2=
 (19−1)/2=9. Eulerin kriteerin mukaan


(︃ 7
 19


)︃


≡79 (mod 19).



(14)Huomataan, että 79 =40353607 =2123874·19+1,eli toisin sanoen 40353607≡ 1 (mod 19),
 joten 7 on luvun 19 neliönjäännös.


Eulerin kriteerin avulla voidaan myös määrittää arvo symbolille
 (︂−1


𝑝


)︂


. Sijoitetaan−1 lauseeseen
 3.3, jolloin päädytään muotoon


(︃−1
 𝑝


)︃


≡ (−1)(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).


Nyt voidaan siirtyä kongruenssimerkinnästä yhtäsuuruuteen, sillä vasemman puolen arvo on mää-
 ritelmän 3.1 mukaan aina joko 1 tai−1, kun taas oikealla puolella on luvun−1 potenssi, jonka arvo
 on 1 parillisilla luvuilla ja−1 parittomilla luvuilla.


Seuraus 3.5.Jos𝑝on pariton alkuluku, niin
 (︃−1


𝑝
 )︃


=


⎧⎪


⎪


⎨


⎪⎪


⎩


1, jos𝑝 =4𝑛+1,


−1, jos 𝑝=4𝑛−1,
 missä𝑛on mikä tahansa positiivinen kokonaisluku.


Esimerkki 3.6.Olkoon aluksi𝑝=13, eli𝑝on muotoa 4𝑛+1. Nyt
 (︂−1


13


)︂


=(−1)(13−1)/2=(−1)6=1
 Toisaalta luvulla𝑝=11 joka on muotoa 4𝑛−1, saadaan arvoksi


(︂−1
 11


)︂


=(−1)(11−1)/2=(−1)5=−1.


Seuraus 3.5 voidaan tulkita siten, että se vastaa kysymykseen: "Milloin−1 on luvun𝑝neliönjäännös
 ja milloin neliönepäjäännös?" Sama tarkastelu voidaan tehdä myös luvulle 2. Tämä ei ole kuitenkaan
 aivan yhtä suoraviivaista, vaan tarvitaan avuksi seuraava apulause.


Apulause 3.7.Gaussin apulause (Gauss’s Lemma). Olkoon 𝑝 pariton alkuluku ja 𝑎 sellainen
 kokonaisluku, että sen suurin yhteinen tekijä luvun 𝑝 kanssa on 1. Mikäli luvulla 𝑠 kuvataan
 kokonaislukujen𝑎,2𝑎,3𝑎, . . . ,( (𝑝−1)/2)𝑎sellaisia pienimpiä positiivisia jäännöksiä, jotka ovat
 suurempia kuin luku𝑝/2, niin


(︂


𝑎
 𝑝


)︂


=(−1)𝑠.


Todistus. (Vrt. [5] Lemma 11.2.) Tutkitaan aluksi kokonaislukuja 𝑎,2𝑎,3𝑎, . . . ,( (𝑝 −1)/2)𝑎.
 Olkoot𝑢


1, 𝑢


2, . . . , 𝑢𝑠niiden lukujen pienimmät positiiviset jäännökset, jotka ovat suurempia kuin
 𝑝/2, ja𝑣


1, 𝑣


2, . . . 𝑣𝑡 niiden lukujen pienimmät positiiviset jäännökset, jotka ovat pienempiä kuin
 𝑝/2. Olkoon nyt 𝑗jokin positiivinen kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtä suuri kuin(𝑝−1)/2.


Tulon 𝑗 𝑎suurin yhteinen tekijä luvun𝑝kanssa on 1 kaikilla luvun𝑗arvoilla luvun𝑎määritelmän
 sekä sen, että 𝑗 on lukua 𝑝 pienempi perusteella. Täten pienimmät positiiviset jäännökset ovat
 joukossa 1,2, . . . , 𝑝−1.


Nyt tavoitteena on esittää, että joukko 𝑝−𝑢


1, 𝑝−𝑢


2, . . . , 𝑝 −𝑢𝑠, 𝑣


1, 𝑣


2, . . . , 𝑣𝑡 on sama joukko
kuin kokonaislukujen 1,2, . . . ,(𝑝−1)/2 joukko. Tämä osoitetaan näyttämällä, että kaikki ovat
positiivisia kokonaislukuja, jotka eivät ole suurempia kuin(𝑝−2)/2, ja että mitkään luvuista eivät
ole kongruentteja modulo 𝑝.



(15)Ei ole mahdollista, että kaksi lukua𝑢𝑖tai kaksi lukua𝑣𝑗olisivat keskenään kongruentteja modulo
 𝑝. Mikäli näin olisi, niin tästä seuraisi𝑚 𝑎≡𝑛𝑎 (mod 𝑝), missä𝑚ja𝑛ovat positiivisia kokonais-
 lukuja, jotka eivät ole suurempia kuin(𝑝−1)/2. Koska luku𝑎ei ole jaollinen luvulla𝑝, niin tästä
 seuraa𝑚≡ 𝑛 (mod 𝑝), mikä on mahdollista vain, jos𝑚 =𝑛, ja näin ei selkeästi ole, sillä kaikki
 jäännökset ovat erisuuria.


Myöskään mikään luvuista 𝑝 −𝑢𝑖 ei voi olla kongruentti minkään luvun 𝑣𝑗 kanssa, sillä tästä
 seuraisi, että𝑚 𝑎≡ 𝑝−𝑛𝑎 (mod 𝑝), eli𝑚 𝑎≡ −𝑛𝑎 (mod 𝑝). Jälleen, koska luku𝑎ei ole jaollinen
 luvulla𝑝, tästä seuraa, että𝑚≡ −𝑛 (mod 𝑝), mille ei löydy ratkaisuja joukosta 1,2, . . . ,(𝑝−1)/2,
 johon sekä𝑛että𝑚kuuluvat.


Täten voidaan todeta, että joukko 𝑝−𝑢


1, 𝑝−𝑢


2, . . . , 𝑝−𝑢𝑠, 𝑣


1, 𝑣


2, . . . , 𝑣𝑡 on sama joukko, kuin
 kokonaislukujen 1,2, . . . ,(𝑝−1)/2 joukko. Täten kertomalla luvut keskenään, havaitaan, että


(𝑝−𝑢


1) (𝑝−𝑢


2) · · · (𝑝−𝑢𝑠)𝑣


1𝑣


2· · ·𝑣𝑡 ≡


(︃𝑝−1


2
 )︃


! (mod 𝑝).


Nyt 𝑝 voidaan ottaa yhteiseksi tekijäksi ja jättää pois kongruenssin laskusääntöjen mukaan va-
 semmalta puolelta. Otetaan tämän lisäksi termien𝑢𝑖kerroin−1 eteen yhteiseksi tekijäksi. Tällöin
 saadaan


(−1)𝑠𝑢


1𝑢


2· · ·𝑢𝑠𝑣


1𝑣


2· · ·𝑣𝑡 ≡


(︃𝑝−1


2
 )︃


! (mod 𝑝). (3.1)


Muistetaan, että luvut𝑢


1, 𝑢


2, . . . , 𝑢𝑠, 𝑣


1, 𝑣


2, . . . , 𝑣𝑡ovat lukujen𝑎,2𝑎, . . . ,( (𝑝−1)/2)𝑎pienimpiä
 positiivisia jäännöksiä. Tällöin ne ovat kongruentteja keskenään, joten


𝑢1𝑢


2· · ·𝑢𝑠𝑣


1𝑣


2· · ·𝑣𝑡 ≡𝑎·2𝑎· · · ( (𝑝−1)/2)𝑎=𝑎


𝑝−1


2 ( (𝑝−1)/2)! (mod 𝑝). (3.2)
 Yhdistämällä kohdat (3.1) ja (3.2) saadaan


(−1)𝑠𝑎


𝑝−1


2 ( (𝑝−1)/2)!≡ ( (𝑝−1)/2)! (mod 𝑝).


Koska(𝑝−1)/2)! ei ole jaollinen luvulla𝑝, voidaan todeta lauseen 2.3 nojalla, että
 (−1)𝑠𝑎


𝑝−1


2 ≡1 (mod 𝑝).
 Nyt voidaan kertoa molemmat puolet luvulla(−1)𝑠, saadaan


𝑎


𝑝−1


2 ≡ (−1)𝑠 (mod 𝑝).
 Nyt käyttämällä Eulerin kriteeriä 3.3, päädytään siihen, että


(︃𝑎
 𝑝
 )︃


≡ (−1)𝑠 (mod 𝑝),


eli Gaussin apulauseeseen.


Tämä apulause auttaa osoittamaan seuraavan lauseen, jossa tutkitaan symbolin
 (︂


2
 𝑝


)︂


arvoa.



(16)Lause 3.8.Jos𝑝on pariton alkuluku, niin
 (︃2


𝑝
 )︃


=(−1)(𝑝2−1)/8,


eli toisin sanoen2on kaikkien sellaisten alkulukujen𝑝 neliönjäännös, joille 𝑝 ≡ ±1 (mod 8) ja
 sellaisten neliönepäjäännös, joille 𝑝≡ ±3 (mod 8).


Todistus. (Vrt. [6] Lause VIII) Nyt Gaussin apulauseen 3.7 luku𝑠ilmaisee, kuinka moni lukujen


2,4,6, . . . , 𝑝−1 (3.3)


itseisesti pienimmistä jäännöksistä on negatiivisia. Negatiiviset jäännökset määritellään vähentä-
 mällä luku 𝑝niistä luvuista (3.3), jotka ovat suurempia kuin luku 𝑝/2. Selvästi 𝑝−1−𝑝 =−1,
 joten ensimmäinen jäännös on−1. Seuraavaksi suurin jäännös saadaan, kun vähennetään luku 𝑝
 luvusta𝑝−3, eli−3. Jatkamalla näin havaitaan, että kaikki negatiiviset jäännökset ovat


−1,−3,−5, . . . ,−(2𝑠−1),


ja niitä on𝑠kappaletta. Selvitetään nyt luvun𝑠arvo. Lukua𝑝/2 pienemmistä parittomista luvuista
 suurin on joko muotoa(𝑝−1)/2 tai muotoa(𝑝−3)/2. Tämä luku on muotoa 2𝑠−1, joten


2𝑠−1= 𝑝−1
 2


,


josta ratkaisemalla𝑠saadaan


𝑠 = 𝑝+1
 4
 tai


2𝑠−1= 𝑝−3
 2


,


josta ratkaisemalla𝑠saadaan


𝑠=
 𝑝−1


4
 ,


eli


𝑠 = 𝑝±1
 4


.


Koska jokainen pariton luku voidaan esittää muodossa 8𝑛±1 tai 8𝑛±3, havaitaan, että 𝑠 on
 parillinen, kun𝑝on muotoa 8𝑛±1 ja pariton, kun𝑝on muotoa 8𝑛±3. Täten symboli saa arvot


(︃2
 𝑝
 )︃


=


⎧⎪


⎪


⎨


⎪⎪


⎩


1 jos 𝑝 =8𝑛±1,


−1 jos 𝑝=8𝑛±3.



(17)Lasketaan vielä lausekkeen(𝑝2−1)/8 arvot näillä luvuilla, eli aluksi
 (8𝑛±1)2−1


8
 ,


josta saadaan avaamalla sulut ja suorittamalla jakolaskut
 8𝑛2±2𝑛,
 joka on parillinen luku. Lasketaan samoin


(8𝑛±3)2−1
 8


,


josta saadaan


8𝑛2+6𝑛+1,


joka on pariton luku. Täten koska muistetaan, että(𝑝2−1)/8 esiintyy lauseessa luvun−1 potenssina,
 voidaan todeta, että symbolin arvot täsmäävät aiemmin lasketun kanssa, eli toisin sanoen


(︃2
 𝑝
 )︃


=(−1)(𝑝2−1)/8.


Lasketaan symbolien
 (︂


2
 11


)︂


ja
 (︂


2
 7


)︂


arvot esimerkin vuoksi.


Esimerkki 3.9.Aloitetaan laskemalla arvot Legendren symbolin määritelmän 3.1 avulla.


(︃ 2
 11


)︃


=−1,
 (︃2


7
 )︃


=1.
 Käytetään nyt lausetta 3.8, jolloin


(︃ 2
 11


)︃


=(−1)(112−1)/8=(−1)120/8=(−1)15=−1,
 (︃2


7
 )︃


=(−1)(72−1)/8=(−1)48/8=(−1)6=1.
 Saatiin samat arvot, kuten pitikin.


Seuraavassa lauseessa esitellään Legendren symbolin yleisiä ominaisuuksia ja laskusääntöjä.


Lause 3.10.Olkoon𝑝pariton alkuluku sekä𝑎ja𝑏sellaisia kokonaislukuja, jotka eivät ole jaollisia
 luvulla 𝑝. Silloin


1. jos𝑎 ≡𝑏 (mod 𝑝), niin(︂


𝑎
 𝑝


)︂


= (︂


𝑏
 𝑝


)︂


,



(18)2.


(︂


𝑎
 𝑝


)︂ (︂


𝑏
 𝑝


)︂


=
 (︂


𝑎 𝑏
 𝑝


)︂


,
 3.


(︂


𝑎2
 𝑝


)︂


=1.


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 11.4.) Todistetaan aluksi kohta 1. Merkintä
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


=
 (︂


𝑏
 𝑝


)︂


tarkoittaa
 määritelmän 3.1 mukaan sitä, että joko 𝑎 ja 𝑏 ovat molemmat luvun 𝑝 neliönjäännöksiä tai ne
 ovat molemmat luvun 𝑝 neliönepäjäännöksiä. Koska luvut 𝑎 ja𝑏 ovat kongruentteja modulo 𝑝,
 niin kongruenssiyhtälöllä𝑥2≡𝑎 (mod 𝑝)on ratkaisu, jos ja vain jos kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡𝑏
 (mod 𝑝) on ratkaisu. Eli jos toisella on ratkaisu, niin toisellakin on ja jos toisella ei ole, niin
 toisellakaan ei ole. Tällöin molemmat ovat joko neliönjäännöksiä tai neliönepäjäännöksiä.


Siirrytään kohtaan 2. Käytetään hyödyksi Eulerin kriteeriä 3.3. Sen avulla päättelemme, että
 (︃𝑎


𝑝
 )︃


≡𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝),
 (︃𝑏


𝑝
 )︃


≡𝑏(𝑝−1)/2 (mod 𝑝),
 (︃𝑎 𝑏


𝑝
 )︃


≡(𝑎 𝑏)(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).
 Nyt siis


(︃𝑎
 𝑝


)︃ (︃


𝑏
 𝑝
 )︃


≡𝑎(𝑝−1)/2𝑏(𝑝−1)/2 (mod 𝑝).


Muistetaan, että


𝑎𝑛𝑏𝑛=(𝑎 𝑏)𝑛,


joten päästään muotoon


(𝑎 𝑏)(𝑝−1)/2 ≡
 (︃𝑎 𝑏


𝑝
 )︃


(mod 𝑝).


Samoin kuin aiemmin, kongruenssista päästään yhtäsuuruuteen, sillä Legendren symboli saa vain
 arvoja−1 ja 1. Täten siis


(︃𝑎
 𝑝


)︃ (︃


𝑏
 𝑝
 )︃


=
 (︃𝑎 𝑏


𝑝
 )︃


Todistetaan vielä kohta 3. Käyttämällä hyväksi kohtaa 2, päästään muotoon
 (︃𝑎2


𝑝
 )︃


=
 (︃𝑎


𝑝
 )︃ (︃


𝑎
 𝑝
 )︃


=1,


sillä
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


on aina joko 1 tai−1 ja 1·1=1 sekä (−1) (−1) =1.


Lasketaan muutama numeerinen esimerkki, joiden avulla nähdään, että lause 3.10 on käytännölli-
nen.



(19)Esimerkki 3.11.Aloitetaan jakamalla lukua 138 luvulla 11. Jakoyhtälöksi saadaan
 138=12·11+6,


joten voidaan merkitä


138≡6 (mod 11).
 Luvulla𝑝 =11 Legendren symboli saa arvot


(︃ 1
 11


)︃


=
 (︃ 3


11
 )︃


=
 (︃ 4


11
 )︃


=
 (︃ 5


11
 )︃


=
 (︃ 9


11
 )︃


=1,
 (︃ 2


11
 )︃


=
 (︃ 6


11
 )︃


=
 (︃ 7


11
 )︃


=
 (︃ 8


11
 )︃


=
 (︃10


11
 )︃


=−1.
 Lauseen 3.10 kohdan 1 mukaan


(︃138


11
 )︃


=
 (︃ 6


11
 )︃


=−1.


Lasketaan nyt Legendren symbolien
 (︂


4
 11


)︂


ja
 (︂


8
 11


)︂


tulo. Muistetaan, että
 (︃ 4


11
 )︃


=1,
 (︃ 8


11
 )︃


=−1,
 joten


(︃ 4
 11


)︃ (︃


8
 11


)︃


=1· (−1)=−1.


Tarkistetaan vielä, pitääkö lauseen 3.10 kohta 2 paikkansa, eli lasketaan
 (︃4·8


11
 )︃


=
 (︃32


11
 )︃


ja osoitetaan, että se on myös−1. Tiedetään, että


32≡10 (mod 11),
 joten lauseen kohtaa 1 kohtaa käyttämällä voidaan päätellä, että


(︃32
 11
 )︃


=
 (︃10


11
 )︃


=−1.


Lasketaan seuraavaksi
 (︂


144
 233


)︂


. Nyt koska 233 on alkuluku ja 144=122, niin voidaan suoraan kohdan
 3 perusteella todeta, että


(︃144


233
 )︃


=
 (︃122


233
 )︃


=1.



(20)Esimerkistä voidaan havaita, että lause 3.10 helpottaa arvon määrittämistä huomattavasti. Esimer-
 kiksi kohdasta 2 huomataan, että kahden neliönjäännöksen tulo on neliönjäännös, kahden epä-
 neliönjäännöksen tulo on neliönjäännös mutta neliönjäännöksen ja neliönepäjäännöksen tulo on
 neliönepäjäännös. Voidaan myös havaita, että suurilla luvuilla laskemisen välttämiseksi voidaan
 jakaa luku alkutekijöihinsä ja laskea niistä jokainen erikseen. Esimerkiksi


(︃5040


11
 )︃


=


(︃2·3·4·5·6·7
 11


)︃


,


josta saadaan muotoon
 (︃ 2


11
 )︃ (︃


3
 11


)︃ (︃


4
 11


)︃ (︃


5
 11


)︃ (︃


6
 11


)︃ (︃


7
 11


)︃


=(−1) ·1·1·1· (−1) · (−1) =−1,
joten luku 5040 on luvun 11 neliönepäjäännös.
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4. JACOBIN SYMBOLI


Tässä luvussa käsitellään Jacobin symbolia, joka on yleistys aiemmin esitellystä Legendren sym-
 bolista.



4.1 Jacobin symbolin määritelmä


Määritellään nyt Jacobin symboli.


Määritelmä 4.1.Olkoon𝑛pariton positiivinen kokonaisluku, joka voidaan esittää alkutekijöihin-
 sä esitettynä muodossa 𝑛 = 𝑝


𝑡1
 1


𝑝


𝑡2
 2


. . . 𝑝


𝑡𝑚


𝑚, missä kaikki luvut 𝑝𝑖 ovat alkulukuja ja potenssit 𝑝𝑖
 kuvaavat niiden frekvenssin alkutekijähajotelmassa. Olkoon tämän lisäksi 𝑎 sellainen kokonais-
 luku, jonka suurin yhteinen tekijä luvun 𝑛 kanssa on 1. Jacobin symboli (Jacobi Symbol) (︁𝑎


𝑛


)︁


määritellään tällöin niin, että
 (︂𝑎


𝑛
 )︂


=
 (︄


𝑎
 𝑝


𝑡1
 1𝑝


𝑡2
 2 . . . 𝑝


𝑡𝑚
 𝑚


)︄


=
 (︃ 𝑎


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑎


𝑝𝑚
 )︃𝑡𝑚


,


missä yhtälön oikealla puolella on Legendren symbolien tulo.


Jacobin symboli on saanut nimensä SaksalaiseltaCarl Gustav Jacob Jacobilta.


Esimerkki 4.2.Määritelmää 4.1 käyttäen voidaan laskea esimerkiksi Jacobin symbolin arvo


(︃ 2


135
 )︃


=


(︃ 2


33·5
 )︃


=
 (︃2


3
 )︃3(︃


2
 5
 )︃


=(−1)3(−1)=1.



4.2 Jacobin symbolin ominaisuuksia


Tässä vaiheessa voidaan havaita, että jos Jacobin symbolin määritelmän luku𝑛on alkuluku, niin
 Jacobin symbolin arvo on sama kuin Legendren symbolin. Toisin sanoen, Legendren symboli on
 Jacobin symbolin erikoistapaus, jossa𝑛on pariton alkuluku𝑝. Voidaan toisaalta myös todeta, että
 jos𝑛ei ole alkuluku, eli se voidaan esittää kahden tai useamman luvun tulona, niin Jacobin symboli
 (︁𝑎


𝑛


)︁ei ota mitään kantaa siihen, että onko kongruenssiyhtälöllä𝑥2 ≡𝑎 (mod𝑛)ratkaisuja. Mikäli
 kongruenssiyhtälöllä on ratkaisuja, niin voidaan kuitenkin päätellä Jacobin symbolin arvo.


Lause 4.3.Jos kongruenssilla𝑥2≡𝑎 (mod 𝑛) on ratkaisuja, niin(︁𝑎
 𝑛


)︁ =1.



(22)Todistus. Olkoon 𝑝 yksi niistä alkuluvuista, joiden avulla voidaan muodostaa luku 𝑛. Mikäli
 kongruenssilla𝑥2≡𝑎 (mod 𝑛)on ratkaisu, niin myös kongruenssilla𝑥2 ≡𝑎 (mod 𝑝)on ratkaisu,
 sillä𝑛ja𝑝ovat kongruentteja modulo 𝑝.


Jacobin symbolilla on samanlaisia ominaisuuksia kuin Legendren symbolilla. Näitä ominaisuuksia
 käsitellään seuraavassa lauseessa.


Lause 4.4.Olkoon𝑛pariton positiivinen kokonaisluku. Olkoon sen lisäksi𝑎ja𝑏kokonaislukuja,
 joiden suurin yhteinen tekijä luvun𝑛kanssa on 1. Tällöin


1. jos𝑎 ≡𝑏 (mod 𝑛), niin(︁𝑎
 𝑛


)︁ =(︁𝑏
 𝑛


)︁,
 2. (︁𝑎 𝑏


𝑛


)︁ = (︁𝑎
 𝑛


)︁ (︁𝑏
 𝑛


)︁,
 3.


(︂−1
 𝑛


)︂


=(−1)(𝑛−1)/2,
 4.


(︂


2
 𝑛


)︂


=(−1)(𝑛2−1)/8.


Todistus. (Vrt. [5] Theorem 11.10.) Käytetään määritelmän 4.1 alkutekijöihin jaettua muotoa
 luvusta𝑛, eli𝑛= 𝑝𝑡1


1


𝑝𝑡2


2


. . . 𝑝𝑡𝑚𝑚.


Kohdan 1 todistuksessa muistetaan, että jos 𝑝 on pariton alkuluku ja luvut 𝑎 ja 𝑏 eivät ole sillä
 jaollisia, niin lauseen 3.10 kohdan 1 perusteella jos luvut𝑎ja𝑏ovat kongruentteja modulo𝑝, niin
 (︂


𝑎
 𝑝


)︂


=
 (︂


𝑏
 𝑝


)︂


. Määritelmän mukaan
 (︂𝑎


𝑛
 )︂


=
 (︃ 𝑎


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑎
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


ja


(︃𝑏
 𝑛
 )︃


=
 (︃ 𝑏


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑏


𝑝𝑚
 )︃𝑡𝑚


.


Lauseen 3.10 kohdan 1 perusteella jokaiselle Legendren symbolille
 (︂


𝑎
 𝑝𝑖


)︂𝑡𝑖


=
 (︂


𝑏
 𝑝𝑖


)︂𝑡𝑖


luvuilla𝑖 =
 1,2,3, . . . , 𝑚, joten nähdään, että


(︂𝑎
 𝑛
 )︂


=
 (︃ 𝑎


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑎


𝑝𝑚
 )︃𝑡𝑚


=
 (︃ 𝑏


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑏


𝑝𝑚
 )︃𝑡𝑚


=
 (︃𝑏


𝑛
 )︃


,


eli kohta 1 pitää paikkansa.


Kohdassa 2 todetaan aluksi, että määritelmän 4.1 mukaan
 (︃𝑎 𝑏


𝑛
 )︃


=
 (︃𝑎 𝑏


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎 𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃𝑎 𝑏
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


.


Käytetään jälleen avuksi lausetta 3.10 ja erityisesti sen kohtaa 2, joka kertoo, että kaikille indekseille



(23)𝑖=1,2,3, . . . , 𝑚pätee
 (︂


𝑎 𝑏
 𝑝𝑖


)︂


=
 (︂


𝑎
 𝑝𝑖


)︂ (︂


𝑏
 𝑝𝑖


)︂


. Tästä voidaan päätellä, että
 (︃𝑎 𝑏


𝑛
 )︃


=
 (︃𝑎 𝑏


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎 𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃𝑎 𝑏
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


=
 (︃ 𝑎


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑏
 𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎
 𝑝2


)︃𝑡2(︃


𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑎
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚(︃


𝑏
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


.


Tästä saadaan termejä uudestaan järjestelemällä
 (︃𝑎 𝑏


𝑛
 )︃


=
 (︃ 𝑎


𝑝1


)︃𝑡1(︃


𝑎
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑎
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚(︃


𝑏
 𝑝1


)︃𝑡1
 . . .


(︃ 𝑏
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 𝑏
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


=
 (︂𝑎


𝑛
 )︂ (︂𝑏


𝑛
 )︂


,


eli kohta 2 pitää paikkansa.


Kohtaa 3 todistaessa kokeillaan sijoittaa −1 Jacobin symboliin ja katsotaan, mihin se johtaa.


Määritelmän mukaan


(︃−1
 𝑛


)︃


=
 (︃−1


𝑝1


)︃𝑡1(︃


−1
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃−1
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


,


ja samoin kuin seurauksessa 3.5, päätellään Eulerin kriteerin 3.3 avulla, että
 (︃−1


𝑝1


)︃𝑡1(︃


−1
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃−1
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


=(−1)𝑡1(𝑝1−1)/2(−1)𝑡2(𝑝2−1)/2. . .(−1)𝑡𝑚(𝑝𝑚−1)/2.
 Koska potensseilla on samat kantaluvut, ne voidaan yhdistää summaamalla, joten saadaan


(︃−1
 𝑛


)︃


=(−1)𝑡1(𝑝1−1)/2+𝑡2(𝑝2−1)/2+···+𝑡𝑚(𝑝𝑚−1)/2. (4.1)
 Muistetaan, että𝑛= 𝑝


𝑡1
 1𝑝


𝑡2
 2 . . . 𝑝


𝑡𝑚


𝑚. Muokataan tätä nyt lisäämällä ja vähentämällä jokaiseen termiin
 luku 1. Saadaan


𝑛=(1+ (𝑝


1−1))𝑡1(1+ (𝑝


2−1)𝑡2· · · (1+ (𝑝𝑚−1)𝑡𝑚.


Tämä alkaa näyttää jo hieman yhtälössä (4.1) esiintyvältä nimittäjältä. Muistetaan, että jokainen
 luku 𝑝𝑖on pariton alkuluku. Tällöin kaikki termit 1+ (𝑝𝑖−1)ovat myös parittomia. Parittomien
 lukujen potenssit ovat


(1+2𝑘)𝑚 ≡


⎧⎪


⎪


⎨


⎪⎪


⎩


1 (mod 4), jos luku𝑚on parillinen,
 3 (mod 4), jos luku𝑚on pariton,
 missä𝑘 ja𝑚ovat positiivisia kokonaislukuja. Havaitaan, että myös


1+𝑚(2𝑘) ≡


⎧⎪


⎪


⎨


⎪⎪


⎩


1 (mod 4), jos luku𝑚on parillinen,
 3 (mod 4), jos luku𝑚on pariton.


Täten voidaan päätellä, että (2𝑘 +1)𝑚 ≡ 1+𝑚(2𝑘) (mod 4).Korvataan nyt parillinen luku 2𝑘
alkutekijämuodon parillisilla termeillä 𝑝𝑖−1 ja kokonaisluku𝑚alkutekijämuodon osoittajilla𝑡𝑖.



(24)Tällöin päätellään, että


(1+ (𝑝𝑖−1))𝑡𝑖 ≡1+𝑡𝑖(𝑝𝑖−1) (mod 4).
 Tämän perusteella voidaan myös todeta, että


(1+𝑡𝑖(𝑝𝑖−1)) (1+𝑡𝑗(𝑝𝑗−1)) ≡1+𝑡𝑖(𝑝𝑖−1) +𝑡𝑗(𝑝𝑗−1) (mod 4).
 Ollaan siis selvitetty, että


𝑛≡1+𝑡


1(𝑝


1−1) +𝑡


2(𝑝


2−1) + · · · +𝑡𝑚(𝑝𝑚−1) (mod 4),
 josta vähentämällä puolittain 1 saadaan


𝑛−1≡𝑡


1(𝑝


1−1) +𝑡


2(𝑝


2−1) + · · · +𝑡𝑚(𝑝𝑚−1) (mod 4).
 Supistetaan tästä molemmat puolet luvulla 2 lauseen 2.3 avulla, jolloin saadaan


(𝑛−1)/2≡𝑡


1(𝑝


1−1)/2+𝑡


2(𝑝


2−1)/2+ · · · +𝑡𝑚(𝑝𝑚−1)/2 (mod 2).


Havaitaan, että tämä lauseke on täysin sama kuin yhtälön 4.1, jos kongruenssia ei oteta huomioon.


Koska lauseke esiintyy luvun−1 nimittäjässä, kongruenssi voidaan poistaa, sillä luvun−1 potenssit
 saavat arvon 1 tai -1 riippuen siitä, onko nimittäjä parillinen vai pariton. Täten voidaan todeta, että


(︃−1
 𝑛


)︃


=(−1)(𝑛−1)/2,
 eli kohta 3 pitää paikkansa.


Todistetaan vielä lauseen viimeinen kohta. Aikaisemmin on osoitettu, että jos 𝑝on alkuluku, niin
 (︂


2
 𝑝


)︂


=(−1)(𝑝2−1)/8. Täten voidaan toimia samoin kuin aiemmin ja aloittaa siitä, että
 (︃2


𝑛
 )︃


=
 (︃ 2


𝑝1


)︃𝑡1(︃


2
 𝑝2


)︃𝑡2
 . . .


(︃ 2
 𝑝𝑚


)︃𝑡𝑚


.


Toisaalta voidaan todeta, että kokonaisluvun neliö 𝑛2 voidaan esittää alkutekijöihinsä jaettuna
 alkulukujen𝑝𝑖neliöiden avulla muodossa


𝑛2=(𝑝2


1)𝑡1(𝑝2


2)𝑡2. . .(𝑝2


𝑚)𝑡𝑚. (4.2)


Tämän voi perustella esimerkiksi siten, että koska neliöön korottaminen tarkoittaa luvun kertomista
 itsellään, niin jokainen luvun alkutekijöistäkin tulee kertoa itsellään, jotta saadaan sama luku.


Tehdään tulolle (4.2) samoin kuin kohdassa 3, eli lisätään ja vähennetään luku 1. Saadaan
 𝑛2 =(1+ (𝑝2


1−1))𝑡1(1+ (𝑝2


2−1))𝑡2. . .(1+ (𝑝2


𝑚−1))𝑡𝑚.
 Koska 𝑝2


𝑖 −1 ≡ 0 (mod 8) kaikille 𝑖 = 1,2,3, . . . , 𝑚, niin voidaan samoin kuin aikaisemmin



(25)toimimalla todeta, että


(1+ (𝑝2


𝑖 −1))𝑡𝑖 ≡1+𝑡𝑖(𝑝2


𝑖 −1) (mod 64)
 ja


(1+𝑡𝑖(𝑝2


𝑖 −1)) (1+𝑡𝑗(𝑝2


𝑗−1)) ≡1+𝑡𝑖(𝑝2


𝑖 −1) +𝑡𝑗(𝑝2


𝑗−1) (mod 64).
 Täten havaitaan, että


𝑛2 =1+𝑡


1(𝑝2


1−1) +𝑡


2(𝑝2


2−1) + · · · +𝑡𝑚(𝑝2


𝑚−1) (mod 64),


josta voidaan samoin kuin kohdassa 3 vähentää molemmilta puolilta luku 1 ja supistaa molemmat
 puolet lauseen 2.3 mukaisesti luvulla 8. Tällöin saadaan


(𝑛2−1)/8=𝑡


1(𝑝2


1−1)/8+𝑡


2(𝑝2


2−1)/8+ · · · +𝑡𝑚(𝑝2


𝑚−1)/8, (mod 8).
 Täten voidaan todeta, että


(︃2
 𝑛
 )︃


= (−1)(𝑛2−1)/8,
 eli myös kohta 4 pitää paikkansa.


Täten kaikki lauseen kohdat on todistettu.


Esitetään nyt muutama esimerkki lauseen 4.4 hyödyllisyydestä.


Esimerkki 4.5.Olkoon aluksi𝑛=9,𝑎=2 ja𝑏=11. Nyt
 2≡2 (mod 9)
 ja


11=9+2≡2 (mod 9),


joten𝑎 ≡𝑏 (mod 𝑛). Lauseen 4.4 kohdan 1 mukaan siis Jacobin symbolien arvot tulisi olla samat.


Tarkistetaan, onko näin. Määritelmän 4.1 mukaan
 (︃2


9
 )︃


=
 (︃2


32
 )︃


=
 (︃2


3
 )︃2


=(−1)2=1
 ja lauseen 3.10 kohdan 1 avulla


(︃11
 9


)︃


=
 (︃11


32
 )︃


=
 (︃11


3
 )︃2


=
 (︃2


3
 )︃2


=(−1)2=1,
eli Jacobin symbolin arvot ovat yhtä suuret.



(26)Tutkitaan nyt Jacobin symbolin
 (︂


14
 15


)︂


arvoa. Määritelmän ja lauseen 3.10 kohdan 1 avulla voidaan
 päätellä, että


(︃14
 15
 )︃


=


(︃ 14


3·5
 )︃


=
 (︃14


3
 )︃ (︃


14
 5


)︃


=
 (︃2


3
 )︃ (︃


4
 5
 )︃


=(−1) ·1=−1.
 Toisaalta lauseen 4.4 avulla voidaan päätellä, että


(︃14
 15
 )︃


=
 (︃ 2


15
 )︃ (︃


7
 15


)︃


,


ja määritelmän perusteella saadaan
 (︃ 2


15
 )︃


=
 (︃2


3
 )︃ (︃


2
 5
 )︃


=(−1) · (−1) =1
 sekä


(︃ 7
 15


)︃


=
 (︃7


3
 )︃ (︃


7
 5
 )︃


=
 (︃1


3
 )︃ (︃


2
 5
 )︃


=1· (−1) =−1,


eli
 (︂


14
 15


)︂


=(−1) ·1=−1, samoin kun määritelmän avulla laskiessa.


Käytetään lausetta 4.4 vielä siihen, että määritetään Jacobin symbolien
 (︂−1


9


)︂


,
 (︂−1


15


)︂


,
 (︂


2
 9


)︂


ja
 (︂


2
 21


)︂


arvot. Saadaan


(︃−1
 9


)︃


=(−1)(9−1)/2=(−1)4=1,
 (︃−1


15
 )︃


=(−1)(15−1)/2=(−1)7=−1,
 (︃2


9
 )︃


=(−1)(92−1)/8= (−1)10 =1,
 (︃ 2


21
 )︃


=(−1)(212−1)/8=(−1)55 =−1.
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